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Vorwort und Einleitung. 

Mit den Bernoullischen Zahlen hat von Jacoh Bernoulli an 
bis in die Gregenwart hinein eine grosse Zahl ansgezeichneter Mathematiker 
sich beschäftigt, und manche dieser Forscher sind von ihnen wiederholentlich 
angelockt worden. 

Das hat seinen Grund vorzüglich in ihrer grossen Wichtigkeit für 
die Analysis. Nachdem Jacob Bernoulli sie zum Zweck der Summation 
der Potenzen der natürlichen Zahlen eingeführt hatte, wurden sie von 
Euler mit den Summen der reciproken Potenzen der natürlichen Zahlen 
und den Potenzen der Ludolphischen' Zahl, sowie mit den Goefficienten 
der Reihen fiir die Tangente, Cotangente und Cosecante und ebenfalls 
einiger Exponentialfunctionen in engen Zusammenhang gebracht; während 
Mac Laurin sie schon vorher in der nach ihm benannten Summenformel 
zum Ausgleich der Differenz zwischen einer endlichen Reihe und einem 
bestimmten Integral benutzt hatte. 

Doch liegt eine zweite Ursache des mit Vorliebe gepflegten Studiums 
derselben auch in ihrer Biegsamkeit und Elasticität. Ihre, wie man fast 
sagen möchte, proteusartige Natur iSsst sie in der mannigfaltigsten Weise 
ans Lidit treten. Der eine Mathematiker bringt sie mit der harmonischen 
Reihe in Verbindung, der andere lehrt die Möglichkeit, mittels ihrer die 
ungeraden Zahlen in zusanmiengesetzte und Primzahlen zu trennen, und 
der dritte baut sie aus Einheitswurzeln auf. — 

Den Methoden möglichst leichter Berechnung derselben wandten sich 
naturgemäss die ersten Bestrebungen zu. Ein Mittel, sie successive, jede 
aus allen ihr vorangehenden, aufzufinden, hatte Jacob Bernoulli angegeben, 
und Mo i vre hat diesen Gedanken in eine Gleichung gebracht. An diese 
älteste Recursionsformel schloss sich nun eine ganze Reihe anderer von 
ähnlichem Charakter an, in denen allen sämmtlihe Bernoulli sehe Zahlen 
bis zu einer bestimmten (als unbekannt anzusehenden) linear und mit ab- 
wechselnd positiven und negativen Factoren verbunden dem Rechner ent- 
gegentreten. In neuerer Zeit ist es gelungen, diese Formeln zu verkürzen, 
indem nunmehr schon zur Ermittelung einer Bernoullischen Zahl etwa die 
Hälfte der ihr vorangehenden ausreicht. In einer dritten Gruppe recursiver 
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Gleichungen steht auf der linken Seite die unbekannte Bernoullische Zahl, 
während die Glieder der rechten Seite die Producte von je zwei Bemoulli- 
schen Zahlen enthalten und sämmtlich positiv sind. Endlich sind auch 
noch Recursionsformeln vorhanden, in denen die Bemoullischen Zahlen mit 
Secantencoefficienten vermischt vorkommen. 

Wurde nun hierdurch das hauptsächlichste Bedürfiiiss befriedigt, so 
wandte sich das weitere Interesse der unabhängigen Darstellung derselben 
durch directe Formeln zu, sowie etwa ein BinomialcoefQcient sowohl recursiv 
durch zwei benachbarte der vorangehenden Potenz, als auch ohne Kenntniss 
derselben direct ausgedrückt werden kann. Für die Bemoullischen Zahlen 
sind die directen Formeln aus den mannigfachsten Gesichtspunkten auf- 
gestellt worden, deren gruppenweise Zusammenfassung nur eine Vorweg- 
nähme des nachfolgenden Inhaltsverzeichnisses sein könnte und daher hier 
unterbleiben möge. Nur mag bemerkt werden, dass die meisten derselben 
auf dem Princip der Coefficientenvergleichung beruhen und dass sie wegen 
ihrer Yielgestaltigkeit und wegen der Erfindungskraft ihrer Urheber in- 
tellectuelles Vergnügen bereiten, während für die praktische Anwendung 
die Becursionsformeln inmier die bequemeren bleiben werden. 

Aber nicht nur die Aufmerksamkeit des Analytikers wird durch die 
Bemoullischen Zahlen in Anspruch genommen, sondern auch der Blick des 
Zahlentheoretikers lenkt sich ihnen zu. Nicht allein, dass man Factoren 
von einfacher Gestalt angeben kann, deren Product mit den Bemoullischen 
Zahlen ganzzahlig ist, — es gelang zwei Mathematikern, von Staudt und 
Claus en, gleichzeitig und unabhängig von einander den höchst merk- 
würdigen Satz zu entdecken, dass jede Bernoullische Zahl sich von einer 
positiven oder negativen (nicht von vornherein angebbaren) ganzen Zahl durch 
eine Reihe von Brüchen unterscheidet, deren Nenner Primzahlen, die sich 
aus der Nummer der Bemoullischen Zahl vollständig und sicher bestimmen 
lassen, und deren sämmtliche Zähler gleich der Einheit sind. An dies 
Theorem knüpfen sich Untersuchungen über die genannten ganzzahligen 
Bestandtheile, andere beziehen sich auf die Theilbarkeit gewisser linearer 
Functionen gleichweit von einander abstehender Bemoullischer Zahlen durch 
die Potenzen einer mit ihrer Distanz zusammenhängenden Primzahl, noch 
andere auf die mit den Bemoullischen Zahlen eng verbundenen Tangenten- 
coefißcienten, und insbesondere auf deren Endziffem. 

Dieses umfangreiche in Werken und Zeitschriften verstreute Material 
zu sammeln und einheitlich darzustellen, schien dem Verf. eine des Studiums 
und der Arbeit wohl würdige Aufgabe zu sein. Nachdem dies in Vor- 
lesungen an der hiesigen Universität versucht worden, wagt er es, dieselben 
zu gegenwärtigem Werkchen vervollständigt in weitere Ejreise hinauszusenden. 

Bei den Referaten über die einzelnen Abhandlungen, wobei auch die- 
jenigen über die Secantencoefficienten, insoweit sie mit den Bemoulli- 
schen Zahlen zusammenhängen, nicht entbehrt werden konnten, musste 
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natürlich der Hauptinhalt einerseits so ausführlich dargestellt werden, dass 
ein Bückgreifen auf die Quelle, besseren Verständnisses wegen, unnöthig 
wird, andererseits verbot sich eine zu grosse Breite und eine zu specielle 
Wiedergabe von selbst, es musste das minder Wesentliche ganz ausgeschieden 
oder nur kurz mit einem Hinweis auf das Original erwähnt werden. Ob 
in dieser Hinsicht, wo doch Vieles dem persönlichen Ermessen anheimfallt, 
im Grossen und Qunzen das Richtige getroffen ist, bleibt selbstverständlich 
dem ürtheil der sachkundigen Leser überlassen. Dass verschiedenartige, 
aber in derselben Abhandlung vereinigte Untersuchungen in dem Buche, 
soweit sie überhaupt die Bemoullischen Zahlen angehen, getrennt und an 
der betreffenden Stelle zur Sprache kommen, darf wohl kaum besonders 
bemerkt werden. — 

Zur Einführung in die Theorie der Bemoullischen Zahlen eignen sich 
mehrere Wege, je nach der Erklärung, welche man für sie zu Grunde legt. 
Die bekannten Entwickelungen von Schlömilch^) und Stern^) knüpfen 
an die Exponentialfanctionen an; an dieser Stelle schien es naturgemäss, 
von der ursprünglichen Bedeutung der Zahlen auszugehen, und von da aus 
die Eigenschaften derselben (dass sie sämmtlich positiv sind, schneller als 
jede geometrische Eeihe wachsen und dass die früher mit geradem Index 
bezeichneten den Werth Null haben), sowie auch die Eecursionsformeln 
selbst abzuleiten. 

Die weitere Gliederung des ganzen Stoffes ergiebt sich nach dem früher 
Gesagten von selbst in die drei Abschnitte : Becursionsformeln, Unabhängige 
Darstellungen, Zahlentheoretische Untersuchungen, doch wurde, um die 
Symmetrie nicht zu stören, der Vervollständigung der Mac-Laurinschen 
Summenformel nebst Beispielen, nachdem dieselbe in ihrer ursprünglichen 
Gestalt bereits im ersten Abschnitt entwickelt worden, ein besonderer, der 
vierte Abschnitt, gewidmet. 

Innerhalb der einzelnen Abschnitte ist, soweit als thunlich, d. h. soweit 
als sachlich Zusammengehöriges dadurch nicht auseinander gerissen wurde, 
die historische Folge beobachtet. Dabei stellte sich heraus, dass öfters 
dieselben Formeln von verschiedenen Autoren, die unabhängig von einander 
arbeiteten, aufgestellt worden waren, und vorliegendes Werkchen möchte 
fernerhin den Forschem die unnütze Mühe ersparen, alte Formeln von 
Neuem zu erfinden. 

Die Litteraturnachweise, von denen der Verf. einzelne der Freundlich- 
keit seines verehrten CoUegen Herrn Hurwitz verdankt, sind an den be- 
treffenden Stellen und in einem zusammenfassenden Register angegeben. 
Das Buch kann zwar in dieser Beziehung nicht den Anspruch auf Voll- 
ständigkeit erheben, doch hofft der Verfasser, von den Gesichtspunkten, denen 

*) Grunerts Archiv, Bd. 10 (1847), S. 342, oder Comp. d. höh. Analysis II zu 
Beginn der Abhdi. über die Bemoullischen Functionen. 

®) Zuerst mitgeteilt in G. F. Meyers Doctor-Dissertation, Göttingen 1859. 
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die mannigfachen Gleichungen ihre Entdeckung verdanken, keinen wesent- 
lichen fortgelassen zu haben. Jedenfalls aber würde ihm jede öffentliche 
oder private Belehrung in dieser Hinsicht willkommen sein. — 

Vorliegendes Buch, für dessen sorgfältige Ausstattung der Verfasser der 
geehrten Verlagshandlung von Julius Springer seinen besten Dank aus- 
spricht, ist in erster Beihe für die studirende Jugend bestimmt und sind 
darin die Kenntnisse eines Studenten im dritten oder vierten Semester 
vorausgesetzt. In Eücksicht hierauf, sowie auch, um die Einheitlichkeit der 
Darstellung zu wahren, sind die Beweise öfters anders als in den Original- 
abhandlungen geführt worden, ohne dass es in der Eegel dem Verfasser 
nöthig erschienen wäre, dies besonders zu erwähnen. Zahlenbeispiele sind 
der Raumerspamiss wegen nur wo sie für das Verständniss dringend noth- 
wendig waren, gegeben worden. Ueberhaupt hat sich der Verfasser bemüht, 
die wissenschaftliche Haltung nirgend durch unnütze Breite zu beeinträchtigen, 
so dass dies Werkchen über die Bernoullischen Zahlen auch dem Fachcollegen 
Orientirung und, wie der Verfasser zu hoffen wagt, Anregung zu neuen For- 
schungen auf diesem Felde darzubieten vermöchte; denn dass diesem un- 
erschöpften Boden noch fernerhin beachtenswerthe Frucht« entspriessen 
können, ist dem Verfasser, der selbst einzelne Halme ausreifen lässt, völlig 
unzweifelhaft. 



Königsberg, im September 1892. 



Louis Saalschütz. 
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§ 1. 

ErkläCTUig der Bemoullisohen Zahlen. Einfachste vollständige 

BeoursionsfoTmeln. 

Die Bernoullischen Zahlen verdanken ihren Namen dem Mathe- 
matiker Jacob Bernoulli, der sie in die Analysis einführte, und nach 
welchem Moivre nnd Leonhard Enler sie benannten. Die Einführung 
geschah bei der Lösnng der Aufgabe, die Summe der ganzen positiven 
Potenzen der natürlichen Zahlen zti finden^), was in folgender Art be- 
werkstelligt werden kann. Seien x und p positive ganze Zahlen und: 

(1) 8P{x):=^lP + 21» + 3/» + . . . + a?P; 

dann ist 8p(x) die Siunme einer arithmetischen Reihe p^^ Orades, hat also 
die Form : 

(2) g''(^)=«o^ + «i-h2- + «,-4:J^8-^4-- + «p l.-2...(|>+i r 

.' " * • 

wobei Oq % . . . Op die Anfangsglieder der Hauptreihe und ihrer Differenz- 
reihen sind. Wir können somit auch, wenn wir nach Potenzen von z 
ordnen, setzen: 

(3) 8^{x) = AxP^^ + 5a?P + CiÄ^-i + C^xP-^ + . . . + Cp^x «• 

Setzen wir hierin x — 1 an Stelle von x und ziehen die entstehende Gleichung 
von (3) selbst ab, so ist mit Bücksicht auf die Bedeutung von 8p(x) 
f». öl. {!)): 



^) Ars conjectandi, Basel 1713, S. 97. Bernoulli selbst hat nur die ersten 
fünf Zahlen berechnet. Genaneres siebe in der späteren Anm. zu Gl. I. 
Saalschütz. 1 



2 Erster Abschnitt. Rectirsionsformeln. 

(4) xp = ^{(p + i)-n._(^+j£»p-i±... + (_l)p} 
+ B |p«p-i— ^y~^^ «P-« ± . . . + (—1)'-^} 

+ fi {(P-1)»P-« — ^"y^~^^ a;i'-»±... +(— 1)P-»} 
Diese Gleichnng steht unter der Form: 

V 

oder 

und gilt für alle positiven ganzzahligen Werthe von x; daa ist nicht anders 
möglich, als wenn einzeln: 

«0 = 0, a^ = 0, «2 =■« 0, ... aip_i =* 0, Op — 1 =■ 
sind. Folglich ist nach (4) znnttchst: 

worans: 

tind, wenn wir den Coef&cienten von xP'~^ bilden und darin die Werthe für 
A nnd B aus (5) einsetzen: 

(a\ (—l^k l>(i>-l)..»(j>-fe+l) /_iNAf_i !>(!>— l)...(jp—fc+l) 
^^ ^ ^ (Jc+l)\ -TV a; 2.*! 

+ (-V (feHiyi ^1 + (—1) (jfcz:2)! ^ 

+ . . . H 1 — Cfc—i == 0. 

Mittels dieser Gleichung, worin nacheinander k=2, S, .,. p zu setzen 
ist, kann man successive die Grössen C^^ Cj, bis Cp^^ berechnen. Dabei 
httngt C/i^i von k und von p ab; fuhren wir nun andere Grössen 6^, h^^ 
... &A.1 mittels der Gleichungen:, 
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(7) ' <^»"~ 1.2 *« 



J^ p(j,-l)...(j>-fe4 .2)^ 



ein, so geht (6) nach Forüaasnng des gemeinsamen Factors 

p(p—l)...(p-k+l) 
xmd Mnltiplioation mit kl, wenn {k)^ die Bedeatang: 

Wa =" 1.2...Ä 

hat, in folgende Gleichung über: 

(8) älrr) - Wi *i + (*)2 6, + . . . + (- l)*-i (*)*-! &*-! =» 
oder auch: 

(9) (k\ 6*-i -(*), 6*-, ± . . . + (- 1)* (*>_! 6i + (- l)*+i 2|=?jj = 0. 

In diesen Gleichungen kommt p nicht mehr vor, die Grössen &x ^2 • • • 
hängen also nur von ihrem Index ab und sind daher der Reihe nach 
zu berechnen möglich. Setzen wir z. B. in (9) A;==l, 2, 3, 4, 5, so er- 
halten wir: 
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Die Bechnung wird aber wesentlich durch den Umstand vereinfacht, dass 
alle b mit geradem Index verschwinden. Dies Iftsst sich in folgender Art 
beweisen. Setzen wir in (3) x^=l, wodurch die linke Seite gleich der 
Einheit wird, für A und B die Werthe aus (5) und für die Ca die Werthe 
aus (7) ein, so entsteht die Gleichung: 

(10). 2^^) + (Ph h + (P)i h + (P)s &s + (i»)* &* + ••• = ; 

setzen wir andererseits in (8): k=p, so wird: 

und die Addition beider Gleichungen liefert: 

(11) (P)2h+{P\h+(p)6^+-=0. 

Wird darin p=2 oder 3 gemacht, so ergiebt sich: 

&2 = 0, 
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was also der obigen Bemerkung zufolge der feste Werth f£ir h^ ist; setzt 
man dann in (11) pr=4^ oder 5, so folgt: 

und so überhaupt: 

(12) hn -= 0, 

womit die obige Behauptung erwiesen ist. 
Wir setzen nun: 

(13) b,^^,b, = - 5l, 6j = ^, 6,^_^ = (_ i)"+i ^; 

dann sind die Grössen j^^, J^, ^3 ... die Bernoullischen i^ahlen.^) 
Sie lassen sich somit aus den b's leicht berechnen oder auch direct mittels 
Recursionsformehi successive herleiten, worauf wir dmnnftchst zurückkommen. 
Die von Jac. BernouUi angegebenen sind: 

^1=5"» -^2=30' ^3 = 42' -^* = 3Ö'^5 = 66- 

Die folgenden bis zur 15*®° sind von Euler 2), bis zur 31**** von Ohm^), 
bis zur 62^^ von Adams^) berechnet; die ersten 32 derselben sind am 
Ende des Buches angegeben. 

Da die C mit geradem Index mit den b gleicher Gattung verschwinden, 
80 schliesst die rechte Seite von (3) fär ein gerades p mit x, fär ein un- 
gerades mit x^; drücken wir nun die C durch die B. Z. (d. h. Bernoullische 
Zahl oder Bernoullische Zahlen) aus, so erhalten wir die Formeln: 

(14) 1*. + 2*" + ... +a;»» = gg + ?^" + (2„), ^ ««-i 

-(2«)3 ^ ««»-8+ . .. + (-1)-+! (2«),,_i g X, 

^9n-(-* «.»«+1 » 

(15) 1»-+» + 2»-+i + ... + a;»»««=|j:p^ + ^ + (2f.4-l)i f- **- 

- (2« + 1), J x^-*± ... + (-!)»+! (2»H-l),„_i g««, 

Die Schlussglieder in diesen Gleichungen sind in kürzester Form: 

(16) miU):i-l)"^'B„x, in (15): (— 1)"+^ ?^i?„a;». 

^) Die obige Bezeidmungsart ist die jetzt gebriluchliche, früher wurden die 
Zahlen B^, B^, B^ . .. benannt, indem B^, B^, B^ ... als Null galt. 

*) CalculuB difforentialis II, cap. Y, § 122. 

^ Journal für reine und angewandte Mathematik, begrändet von Grell e, 
in der Folge immer als J. fOr Math, citirt, Bd. 20 (1840), S. 11. 

*) ib. Bd. 86 (1875), S. 269. 
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' Wir wollen nunmehr beweisen, dass. die B. Z. sämmtlich positiv 
sind und von der vierten an immer grösser werden. 

Zu dem Zweck erheben wir die Gleichungen (14) u. (15) aufs Quadrat. 
Nun ist zunächst: 

(17) (lP + 2^+ ... +«P)« — 12^ + 2»^+...+«*^ 

+ 2hp.0 + 2P,lP+BP{lP+2P)+ ... +xP{lP+,., +(x—l)P)y 

Bezeichnen wir nun allgemein: 



X 



(18) 1*4-2*+...+«*= S y* = 2!r*, 

so ist also: 



ar 



(19) (2'»')» — 2i»+2 2.1j^(^»p-»P)}; 

1 

aber nach (14) und (15) ist: 

(20) jryP_yP=gj'-J|L+(p)^|.yP-l:p..., 

also wird aus (19): 

(21) (ÄP)2 = Ux^ + 2 {^ 2ä:2p+i _ 1 2i2P+ (p), ^ 2!r»P-i + ...}, 

so dass sich £x^p forthebt. Unterscheiden wir nunmehr, ob p gerade oder 
ungerade ist und nehmen zuerst: 

p=s 2n, 

so erhalten wir, indem für (20) die Gl. (14) zur Anwendung kommt, aus (21): 

<2'^> (£S + -±^'=2^ 2i--i + (2n), ^ 2i— 1 

— (2n)s ^ 2i*»-3 ± . . . + (— l)«+i 2Bn 2ä;2«+i. 

Hier ist für alle Summen auf der rechten Seite Gl. (15) anzuwenden, und 
vergleichen wir dann die OoefQcienten von x^ auf der linken und rechten 
Seite, so entsteht die Gleichung: 

(23) 5» = 3i ^2„ + (2»)x ^ B, B,„., + (2»)8 *^ B, B. 



2 -"2«—« 



+ ... + (2n)2„_s ^ £„_i £„+1 + (2n+l) .Bj. 
also: 

(24) Bi„ == jJj-j {(2«+ 1)2 (4«- 1)5, £j„_i + (2n+ 1), (4n-3) £, 5,„_, 

+ . . . + (2«+ 1)„_2 (2W+3) 5,^1 5,+, 4- 2« (2W+1) .»*}. 
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Nehmen wir jetzt 

80 tritt nur ein wesentlicher Unterschied ein, dass nämlich auf der linken 
Seite die niedrigste Potenz x^ ist, also x^ nicht vorkommt. Verfahren wir 
ausserdem ganz analog der bisherigen Durchführung, so gelangen wir 
zu der Gleichung: 

(2S) ^»„+1=4^ {(2n+2),(4«+l)BiS,,+(2«+2),(4«-l)^B,,_i 

+ ... +(2»+2)j„(2«+8)5„B,+i}. 



Also ist z. B.: 



^3 = y .(4)2 .5B1B2 



u. s. w. 

Nimmt man nun Bi=^ als bekannt an, oder entwickelt es aus der be- 
kannten Gleichung: 

(2a?)2 = 2Jp8, 

so erschliesst man aus (24) und (25) successive, dass alle B. Z. positiv sind; 
femer folgt aus (24) und (25) gemeinschaftlich: 



(26) B, - 


^ 2p+l 12 ^^ 1' 


also von i> =» 4 ab : 




(27) 


Bp > ^p-i 



und wenn p genügend gross ist: 

(28) 5,>^5,_,; 

in der That wird sich später zeigen, dass fiir grosse Werthe von p 
sehr nahe: 

(29) ^p = i ^p-i 

ist, was wegen ;r^= 9,87 mit (28) in Uebereinstimmung steht. Aus (28) 
folgt, dass der Quotient Bp : Bp^^ immer grösser wird und schliesslich über 
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alle Grenzen hinaus w&chst: es nehmen also die B. Z. von einer leicht 
zu hestimmenden an schneller za als irgend eine wachsende 
geometrische Reihe. Ist nämlich deren Exponent e, so braucht nur p 
aus der Beziehung: 

1>(H-1)=. 



12 
berechnet zu werden. 

Wir gehen nunmehr zu Gl. (9) zurück, um daraus Becursionsformeln 
für die B. Z^ zu gewinnen. 

Setzen wir in (9) jb»= 2m, hi(^2 = ^ik— 4 »= . . . aas 62 »» und für &)t— 1t 
6jt— 3, ••• ^1 die Werthe aus (13), so erhalten wir nach Multiplication 
mit (— 1)"— 1: 

(2m\ ^ _ (2ni)3 ^ ± . . . + (-1)--^ (2«i)2«-i §- 

^^ ^^ 2(2m+l) "• 
Multipliciren wir diese Gleichung mit 2m -{-1, so entsteht daraus: 

I (2m+l\ B^- (2m+l)s ^«-1 + (2m+l)5 B^2 + • • • 

+ (_l)m-i(2m+l)2^_l B^ + {-ir{fn-i)^0. 

Dieses ist die älteste Becursionsformel; sie wird auf Moivre^) zurück- 
geführt. 



^) Miscellanea analjtica (London 1730) Gomplementum S. 6ff. — J. Berno nlli 
findet zunächst (Ars Conjectandi, Basel 1713, S. 97) die Fotenzsommen nach ein- 
ander aus den Fonneln fOr die fignrirten Zahlen z. B. nach Aufstellong der 
Gleichmigen: 

21=» 



2n 



n^-^-n 



n^ , n^ , n 



in folgender Art: 



2»«=— -4- — -4- 

8 ^ 2 ^ 6 



y (n— 1) (n— 2) (n— 3) n(n— 1) (n— 2) (n— 3) 

^ 6 = 24 

oder: 



also: 



2:(n8-6«» + lln-6)== *''-^'*'+"**'-^ 



2W»=62«»-11 2i. + 621+ n«-6n'+lln«-6n _^ + ^ + T" 

So giebt er die Snmmen bis 2^^^ einschliesslich und folgende Formel an, worin c 
den Exponenten irgend einer (ganzen positiven) Potenz bedeutet: 
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Setzen wir in (9) X;«»^*f-lf wodurch u. A. 

wird, und verfahren ausserdem wie oben, so erhalten wir : 

+ (~ 1)— 1 (2m + 2)^« B^ + (— 1)«« m=- 0; 

dieselbe ist von Jacobi^) mitgetheilt. 

Subtrahiren wir I von 11, so ist der bekannten Oleichung 

C3o) («+!)* = (»> + {n)k-i oder: (n + 1)^+1 — {n)k = {n)k^i 
zufolge : 

m {2m + l), B^ — (2m + l)^B„^i+{2m + l%B„^2T.>^ 

+ (- l)-~i {2m + 1)2« B^ + (_ l)«.-^ = 0. 



^^ c4-l ^ 2 ^ 2 ^'^ ^ 2.3.4 



^ 2. 3... 6 ^^ ^•*' 



«und so fort durch Verminderung des Exponenten um je zwei Einheiten, bis man 
(schliesslich) zu n' oder n gelangt*^. Diese Formel ist augenscheinlich durch In- 
duetion entstanden, wenigstens fehlt der präcise Beweis daftir, dass die Zahlen 
Aj B, C ... constant, und besonders auch dafür, dass die CoefQcienten der 
zwischenliegenden Potenzen Null sind, und dass A, B, C ..., wie anfänglich, 
so auch in ihrem weiteren Verlauf abwechselnde Zeichen haben müssen. Diese Be- 
weise sind später von Euler mittels der trigonometrischen Reihen, in denen er 
das Vorkommen der B. Z. entdeckte (s. § 2 insbesondere Anm. zu Gl. XI), ge- 
fiihrt worden. (Auf Grund der ursprttnglichen Definition der B. Z. sind solche 
Beweise bis jetzt, soweit dem Verf. bekannt, überhaupt noch nicht gegeben worden.) 
BernouUi findet aus obiger Formel nach und nach die Zahlen A, B, C . . ., 
indem er successive c = 1, 2, 3 . . . und jedesmal n == 1 setzt, wodurch die linke 
Seite 1 wird. Diesen Gedanken hat Moivre durch eine Formel dargestellt, indem 
er eben in der obigen n = 1 setzte; weiter hat der berühmte Mathematiker in 
dieser Beziehung nichts hinzugefügt. — Jedoch macht er einige Anwendungen 
der B. Z., u. A. auf das Verhältniss des mittleren Goefficienten von (a-f-^)" 
(n positive ganze Zahl) zur Summe aller, welche Aufgabe schon von Stirling 
(der mit Moivre in freundschaftlichem Briefwechsel stand) in Angriff genommen 
worden war und später von Euler reproducirt wurde. Auch schliesst Moivre 
«aus der Analogie'', dass die Bemoiillische Formel ebenfalls für negative 
Exponenten gelten werde, giebt die (abgesehen vom fehlenden Restgliede) richtige 
Gleichung dafür an und fügt Anwendungen hinzu. — Die letzte Formel des Buches 

(Summation der Reihe 1 — Hä + Q? — 7F =t ••. mittels der B. Z. und lg2) ist 
nicht richtig. 

1) Bei Gelegenheit seiner Untersuchung über die Mac-Laurinsche Summen^ 
formel, J. für Math. Bd. 12 (1834), S. 263. 
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Diese Becursionsformel findet sich in einer Abhandlung von Stern ^), auf 
die wir noch später zurückkommen. 

Uebrigens macht die Entwickelnng neuer Formeln keine besondere 
Schwierigkeit, ist aber im Allgemeinen, d. h. wenn die neue Form nicht 
für besondere Zwecke brauchbar ist, auch nur von untergeordnetem Interesse. 
Setzen wir z. B. in 11 m — 1 statt m und addiren sie dann zu I, so er- 
balten wir mit Benutzung von (30): 

IV (2m + 1) B^—{2m% B„,^i + (2m% B^^^ + . . . 

+ (- l)»-i (2w)2^-i B^ + (_ 1)- . I =- 0. 

Ob die Formeln I bis IV oder die Formeln (24) und (25) für die wirk- 
liche Ausrechnung bequemer wären, lässt sich wohl nur durch die Prasds 
selbst entscheiden. Erstere haben den Vortheil, dass die, späterhin recht 
unbequemen, B. Z. darin nur linear vorkommen, die letzteren, dass sie etwa 
halb so viele Glieder haben und dass alle diese positiv sind, so dass die 
Coefficienten in (24) und (25) im Allgemeinen kleiner sein müssen als in 
I bis IV. 

§ 2. 

Ztwammenhang der BemoaUisohen Zahlen mit den CoetAoienten 

der Entwiekelting von fixponentialgrösaen sowie trigonometrlaoher 

Functionen und mit den Summen der reoiproken Potenaen der 

natürlichen Zahlen. Weitere Becursionsformeln. 

Wir betrachten die Function: 

s X e^+1 

"2 * e^^^' 

dieselbe hat für a; = den Werth 1, wächst mit zunehmendem x^ wird aber 
für keinen reellen endlichen Werth von x (und überhaupt für keinen Werth, 
dessen Modulus kleiner als 2;r ist) tmendlich und bleibt ungeändert, wenn 
— 07 an Stelle von x gesetzt wird; sie lässt sich also nach Potenzen von x 
und aus letzterem Grunde nach Potenzen von a?^ entwickeln. Wir können 
daher setzen: 

Multipliciren wir beiderseits mit c^ — 1 und setzen für e^ die unendliche 
Beihe, so erhalten wir 2) aus Gleichung (IJ die Gleichung: 

1) J. für Math, Bd. 84, S. 267. 

2) Bei den Hinweisen auf Gleichungen, die mit deutschen Ziffern bezeichnet 
sind, ist immer der vorliegende § zu verstehen, wexin kein anderer § ausdrücklich 
beigefügt ist. — Die römischen Bezeichnungszahlen laufen fort. 
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(2)|(2+f+i;+g+...)=(i+«,g+«,f;+...)(f+g+|j+...) 

und nun giebt die Vergleichimg der Coefficienten von x% a?^, aj»w+i die 
Gleichungen : 

2 "^ 6 4 

A -L A _L J_ --. i_ 
24 "•■ 12 "•■ 120 48 

(hn I g|»— 1 , gilt— 2 I I fli I 1 1 

(2m)!"^(2i»— 2)! 3! "^(2»»— 4)! 5! "*" •" "^ 2!(2m— l)!"*"(2m+l)! 2(2m)! ' 

Die erste dieser Gleicbungen giebt o^ss-J., die zweite aj = — -^j und 
die letzte lässt sich sehr leicht auf die Form bringen : 

(3) (2m + l)ia« + (2m+l)3a^.i + ... + (2f»+l)2«.iai + (|— fii)=0; 

diese Gleichung kann aber in vollständige Uebereinstimmung mit Gleichung I 
gebracht werden, wenn nämlich: 

(4) a^ — (— l)*+i5^ A;— 1, 2, ...w 

gesetzt wird. — Vergleichen wir in (2) die Coef&cienten von aj*^*, so ge- 
langen wir durch dieselbe Substitution (4) zur Gleichung ü. — Wir haben 
demnach^): 

( ö) Y "i^=T = 1 + ^1 2» — ^2 IT + ^3 6! + • • • ' 

bis zu welchem Werthe von x diese Reihe convergifb, werden wir später 
bestimmen. 

Wir betrachten femer die Function: 

X , X 
2-^^*Y5 

dieselbe ist der vorigen sehr ähnlich, hat den Werth 1 für a? = 0, bleibt 
ungeändert wenn x mit — x vertauscht wird, und wird für o? = 2;r un- 
endlich, sie lässt sich also nach Potenzen von x^ entwickeln und wir 
setzen^: 

(6) |- cot y = 1 — ^1 Ij- — ^2 -jj- — Ä Ij- — ...; 



1) Euler a.a.O. n, § 114 ff. 

^) DasB die Ooe£ficienten der rechten Seite von (6) negativ, also die ^*8 positiv 
sind, lässt sich von vornherein in folgMMlar Art darthun. Sei: 

(a) « OB 4? oot a; 
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statt der linken Seite können wir 

X 1 + cosa? 
2 sino; 

setzen; moltipliciren wir dann mit sin^ und führen fiir sino? und coso? 



80 ist: 

^^ ^=y' = cota?— ^=:cotir— a?(l+cot2«) 

oder auch: 

x(l — -?-±...)(l ö-±---) — ^ 



^'^ ^.(1_^ + ...) 

hieraus folgt j wenn wir y* fOx x^^O mit j^ bezeichnen: 

(c) yj = 0. 

f*enier ist: 

sin« - aj* 1^ rc* _ 

folglich sind fOr a; = alle Differentialqaotienten hiervon endlich oder 0, und 
die Function selbst gleich 1; schreibt man also y in der Form: 

^_^ cosa? 
^~ sinx ' 



X 



so sieht man, dass alle Differentialquotienten von y für x = endliche Werthe 
haben. Nunmehr folgt aus (b): 

(d) «y*— »y — «*-— y* 

(e) xy"=r — 2x — 2yy* 

(f) xy'" +y"= — 2 — 2y » — 2yy" 
und wenn man (e) n — 2 Mal difßsrentürt : 

(g) a?y(n) +(n_2 + 2y)y("-i)=- 2 |y(«-V + (n— 2)ly(«-V + ••• 

+ (» _ 2)„^ y-yC-«)} ; 

f!Sr o; = kann man das Glied xy"' in (f) und ebenso xy(p) in (g) fortlassen, da 
kein Differentialquotient von y för x = unendlich ist, also folgt aus (f): 

0») 9': — h 

Setzen wir nun in (g) nas2m4-2 und x = Oy so wird: 

(2»» + 2) y(*«+ 1) 2 {»(«»)y'. + (2«.)i y(»"- Dj,;« + . . . + (2m)2„_i yy.«") J 

und hieraus folgt mit Bücksicht auf (c) successive: 

(i) y"' = 0, y(») = 0, . . . y(*-H) — 0. 
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die Beihen ein, so giebt die Vergleichang der Coefficieaten von x*^ die 
Qleiohnng: 

(2« + l)i ß„ - (2m + l)g Ä-i + . . . + (— ly^^ (2m + l),,^i ^ 



diese stimmt aber vollständig mit I überein, wenn ß mit B Tertauscht 
wird, es ist also: 



und somit: 

X 



ßm 



'm 



(7) 

oder auch: 

(8) 



X JB* X^ X^ 

yCOtg-™!— ^l-gy— ^^ — ^3-^ — ... 



X' 



X^ 



0^ 



xootx=l — 2^Bi-^—2^B^ __26Ä8~j^ — ... 

Multipliciren wir diese Gleichung mit sin^ und setzen fär cosx und sino; 
die Beihen, so giebt der Vergleich der Coefficienten von x^^ die Recnr- 
sionsformel : 

V 2^ (2m+l)i B^—2^-^{2m+l), ^^i±... 

+ (- ir-i {2m + 1)2^1 2^B^ + i— 1)- 2m = 0. 

Durch Zerlegung der Cotangente in Partialbrüche und Entwickelang 
derselben nach Potenzen von x erhält man, wie in jedem Lehrbuch der 
algebraischen Analysis oder der Differentialrechnung^) zu finden ist: 



X 



X' 



x" 



(9) <^tx^^-28, ^^28,^ — 28, ^ 

worin 82m ^^ Summe der unendlichen Beihe: 
(10) 



82m 1 + -Ö9^ + -qST "T 



2«"» 



3^« 



4Sm 



+ ... 



Setst man in (g) n= 2m-|-l und x = 0, so erh&lt man: 

(k) (am+l)^^ 2 {(2«t -l)iy<»'»-«)< + (2i»-l)8y(*»-*)yW + ... 

+ (2» - l)fc._8 yi' yi*»-«)} 

und hieraus ergiebt sich, indem für m:2, 3, ...m substituirt wird mit Rücksicht 
auf (h) nacheinander, dass j/^, y(^\ . . . y^) negativ sind. Setzt man nun in der 
Gleichung: 

(1) 



a; cota;= 1 +y«|j- + y<*) ^ + y(«) ^ + ... 



X 



-^ statt Xf so erhält man die Gleichung (6), in welcher also die ß*B nunmehr als 

positiv bewiesen sind. 

1) Z. B. SchlOmilch, Gompendium d. höheren Analysis I. § 50 Gl. 13. 
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bedeutet. Der Vergleich der Gleichungen (8) und (9) giebt die sehr wichtige 
von Euler^) aufgefdndene Beziehung: 

(11) «2« = (2m)! ^^ 

oder: 

Daraus folgt: 

n^\ -gm _ 2m(2w— 1) 52m 

^^ Bm-i~ 4n' 'i^m-2' 

nun ist: 

(14) ^ = Ä,>S,>Se>...>5<» = l 

also ist: 

Bm ^2m(2»»— 1) 



nähert sich aber schnell diesem Werthe und bei wachsendem in von unten 
her dem Werthe: 

(16) 



Bm m' 



« • 



Hiermit können wir nunmehr die Grenze für die Gonvergenz der Reihen (5) 
und (7) bestimmen. Bezeichnen wir das in x^^ multiplidrte Glied dw 
Beihe (5), abgesehen vom Vorzeichen, mit Um, so ist: 

Um Bm (2m — 2)! x^ 



«^-.1 Bm^^ (2m)! 4«* 
also wegen (15) für ^8»2;r: 



^« ^^ 1 li— **w 



^ < 1, lim -^^ = 1 



Wffi— 1 «»I— 1 

folglich conyergirt (5), da die Zeichen abwechseln bis einschliesslich x = 2^. 
Die Beihe (7) dagegen, welche dieselben Coefficienten wie (5) aber gleiche 
Vorzeichen hat, convergirt nicht mehr far a? = 2jt^ wofür beide Seiten 
von (7) — 00 werden, sondern nur für x < 2;r. — Für a? > 2;r wird 
Gleichung (5) unbrauchbar, Gleichung (7) falsch. — Hat ^2»» die Bedeutung: 

(17) ^2»» = 1 +32^ + pw + •••' 

so ist bekanntlieh: 



*) A. a. 0. n, § 125. 
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und daher: 



(18) 



i2w= ^^^^r-r-. TT- 



(2m)\ 2 

2. (2m) ! 

(2«m_l) 

Aus der Formel: 






a; . ^ X . J? 



-^ tg ^ = y cot y — «cot« 

folgt mittels (7) und (8): 

(19) |tg-J = ^,(22-l)|!- + ^,(2*--l)J + ^8(2«-l)^+.-. 



und daher: 

(20) tg«=J?i2»(2»-l)^ + £,2*(2*— 1)^ + ^3 2«(2«—l) ^ + ... 



Ä . ^ «wo.. ^N 05* . « ^^ ,^a ^x «"^ 



2 ^ * ^ T- 



Schreibt man die linke Seite von (19): 

X sin« 



2 l+cos«' 

multiplicirt mit 1 -f- cos « und führt für sin x und cos x die Beihen ein, 
so erh&lt man durch Vergleich der Goefßdenten von «^ folgende Becnrsions* 
formel: 

VI 2(2*«— 1)^«— (2m),(22--2_i)^^_^+(2m),(2»»-*-l)^««,T... 

+ (- ir-^ (2m)2«.,(22— 1)^, +(— 1)- m = 0. 

Multiplicirt man 20) mit cos «, so führt der Vergleich der CoefQcienten 
von «2»w— 2 zu der von Stern und Schlömilch gefondenen Formel^): 

Vn 22«(2»»— 1)^;„— (2m)2 2»«-2 (2*«^2— 1) B„,^i ± ... 

+ (— l)'— M2tH)2^2 2a(2«-l)^, + (-ir 2m— 0. 

Diese Gleichung verhält sich also gewissermassen zu VI wie die Gleichung V 
zur Gleichung L 

Subtrahirt man Gleichung 11 , nachdem darin m — 1 statt m gesetzt 
ist, von VI, so entsteht: 

Vin 2(22«-l)5,„— 2*«-2(2m),5^.i +2»^M2«»)4^m^2T... 

+ (- l)'«-i 22 (2in)2^_2 ^1 + (- 1)'^ (2m- 1) = 0, 

1) Stern, J. für Math. Bd. 26 (1843), S. 90; Schlömilch, Grunerts Archiv 
3. Bd. (1843), S. 9 (siehe § 14). — In demselben Bande des Archivs (8. 64) giebt 
Göpel noch einige filtere Quellen an. 
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welche (als Sj^ zu Beginn einer Abhandlung von Stern abgeleitet wird, 
auf die wir noch später (g 5) zorückkommen. 
Mittels der Formel: 

cota? + tg -H- = cosecÄ 

erhält man aus (8) und (19): 

(21) coseca:= 1 + 2(21— 1)^1 ^ +2(23-1)^2 ^ + 2(2^-1)3,^ + ... 

0<a?<;r 
und multiplicirt man diese mit: 

/l»8 /mS /j»7 

smx = x — -^ -t- ^ _ — -t ..., 

so giebt die Nullsetzung des Goefücienten von x^^ die Recursionsformel : 

IX 2 (2»«-i— 1) (2m+ IX ^^- 2(2^''-3— 1) (2m + 1)3 A«-i ± ... 

+ (_l)m-i2(2_l) (2m + l)2,„_i B, + {-ir=0, 

welche aber identisch mit (V — 2 .1) ist. 

Der Vollständigkeit wegen und für späteren Gebrauch mögen noch die 
bekannten Gleichungen i) : 



2^ j^ ^ _ _2l R ?^ 

2 2 41 jj ^3 gl 



i, /8ina;\ 2 „ x* 
, , . 2(2«— 1) ^ x^ 2^(2*- 1) j, a;* 2»(2«— 1) ^ a;« 
ig(cosa.)^ nr-^i2! — V^^^TT — 4— ^^«6!- - 



hinzogefftgt werden. 

Wir reihen hier noch einige Formeln an, in denen Producte der B. Z. 
vorkommen. Multipliciren wir die Gleichungen (8) und (20) mit einander, so 
fliesst aus der Nullsetzung des Coefßdenten von x^^-^ die Gleichung: 

X (22»« —1) B„,={2m)^ (22'«-2-l) ^, B^_i + (2m), (2*^-4—1)^, B^2 

+ ... + (2w)2^-2 (2^-1) B^^i B^, 

Femer setzen wir mit Euler 2): 



so ist: 



1 X 

y = _ cot ^ , 



^ = ^' = -4sk = -l(^+^^^) 



^) Schlömilch a. a. 0. § 50. Gleichungen (9) und (11). 
«) A. a. 0. §§ 119, 120, 122, 123. 
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oder: 

(23) 4y + l + 4y« = 0. 

Nun ist nach (7): 

IIa?* »*•*"* 

y= -^ — *i Y\ - 3*2 ^r — •••— (2«»-l)^«. -(äü^y, 

^ ^ (2m)! ^ 2!(2m— 2)! ^ 4! (2m— 4)! ^ "'f'^ ^ " 
also ist nach (23): 

und allgemein^): 

XI (2m + 1) i?„ = 2 (2m)j Ä^ Ä„_i + 2 (2w)4 iJ^ B„_, + . . . 

2 (2«»)m_i ^m-i 5«+i . . . . m ungerade 



+ 



2 2 

{2m)m Bm B„t . , . . m gerade. 



9 



X X , X^ , X^ 



Endlich setzen wir: 

(24) tg-J=ri^ +r2-~ + ^3 ^ + ..., 

so dass also, wie der Vergleich mit (20) zeigt: 

(25) r,« = 2(2*^ — 1) ^„, 
ist. Setzen wir: 

so entsteht, ähnlich wie (23) die Gleichung: 

;g^-i(l+;8r2) = 

d. i. : 

und hieraus^): 

^) Aus Gleichungen dieser Art schliesst Euler auf die Positivität der B. Z. 

') Die Gleichungen (26) finden sich bei Euler a. a. 0. t. II § 181, woselbst 
die Grössen t^ r«, Tg...) mit A, B, C . . bezeichnet sind, doch ist der Weg zu 
ihrer Auffindung ein wesentlich anderer als oben. 
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(26) 



5 T3 = (6)j Ti Tg 

7r, = (8)grirs + |(8),T: 

(2w— 1) r;„ = (2m)2 r^ r;„_i + (2tw)4 r2 r^_2 + • • 
(2fn)m^i Tm—i T^+i . . . . w ungerade 

+ ' 

m gerade. 



2 2 



» 2" 



Daher ist, wenn die r durch die B. Z. ausgedrückt werden: 



xn 



(2m— 1) (22''*— 1) ^^= 2(2in)2 (2^—1) (22'"~2_i) jj^ ^^_^ 

+ 2(2w)4(2*-l)(2^^-l)^2^^^2 + ... 

j 2(2w);„.i (2'"-i— l)(2'«+i— 1) J?,^^ 5^Ha .. . m ungerade 
I j 22 

) (2m)„, (2»»— 1) (2'»— 1) J9^ 5^ ....w gerade. 

V Q 



2 



Bezüglich der Einfachheit steht, so zu sagen, X zwischen XI und Xu. 



§ 3. 
Die Mao-Laurinsohe Summenformel. 

Kurze Zeit nachdem die B. Z. eingeführt worden, sind sie schon zu 
einer wichtigen Anwendung gelangt, welche sich auf die Summation von 
Reihen bezieht. Mac Laurin war es, der sich zuerst die Aufgabe stellte, 
die Summe einer Eeihe durch ein bestimmtes Integral (oder umgekehrt 
ein bestimmtes Integral durch die Summe einer Reihe) auszudrücken^) und 
er löste sie mittels gewisser Zahlen, die mit den B. Z. in engem Zusammen- 
hang stehen. Allerdings vermochte er den begangenen Fehler nicht zu 
schätzen, schon deshalb nicht, weil Begriff und Methode solcher Schätzungen 
auf dem mehr als 50 Jahro. später entwickelten Restausdruck Lagrange's 
für die Taylor sehe Reihe 2) basiren. Die Vervollständigung der Summen- 
formel des Mac Laurin, wie man sie nennt, ist erst innerhalb dieses 
Jahrhunderts ausgeführt und wir behalten uns deren Darstellung nebst 
Beispielen für den vierten Abschnitt vor. Gegenwärtig wollen wir 
die Summenformel in ihrer ursprünglichen Gestalt ableiten, um von 

A Treatise of Fluxions, Edinburgh 1742, 2. Theil, §§ 828 ff. 
^ Theorie des fonctions, Paris 1797; 2. Ausgabe 1813, 1. Theil cap. VI, 
insbesondere §§ 38ff. 

Saalschutz. 2 
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ihr für Fälle, in denen sie abbricht und deshalb streng richtig ist, Gebrauch 
machen zu können. 

Wir wollen dabei Mac Laurin's klarem Gedankengange folgen und 
knüpfen, wie es zu jener Zeit üblich 
war, an eine geometrische Construc- 
tion an. 

Sei PQ (s. die Figur) eine Curve 
mit den laufenden Ooordinaten o?, y 
bezüglich eines durch als Ur- 
sprung gelegten Coordinatensystems. 
Sei OÄ s= a, AB = ä, und A der In- 
halt des oben von der Curve begrenzten 

Flächenstücks ABGF, Dann ist, wenn wir AF mit y^, | ^ j _ mit y[, [^ j 

mit y^' etc., BG mit y^ bezeichnen: 

a+A h 




Ja Jo 



falls ^ = a -(- ^1 substituirt wird ; und wenn wir y nach dem schon damals 
bekannten^) Taylor sehen Lehrsatz entwickeln: 



(1) 



n 



Denken wir uns jetzt über derselben Abscissenaxe eine Curve mit der 
Ordinate z^=^yf gezeichnet und nennen das dem Flächenstück ABQ-F ent- 
sprechende A^, so ist analog mit (1): 



(2) 






ebenso, wenn die Curven mit den Ordinaten j/", y"*, . . . gezeichnet und 
die entsprechenden Flächenstücke bez. A2, A^, ... benannt werden : 



(3) 

(4) 



u. s. w. 



Aus diesen Gleichungen eliminiren wir die Constanten y'^, y^^, y**^* . . . und 
multipliciren zu diesem Zweck Gleichung (1) mit 1 und die folgenden 



^) Siehe Mac Laurin a. a. 0. § 751. Taylor's Methodus Incrementorum, 
worin der qu. Lehrsatz steht, ist 1715 veröffentlicht worden. 



§ 8. Die Mac-Laurinsche Summenformel. 
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Gleichnngen (2), (3), (4) n. s. w. mit den unbekannten Factoren a^h, Oj^^ 
agA^, . . . , die wir so bestimmen, dass : 



(5) 



i 



«, + 5 + it+4! = <> 

% H öl 1 Ol 1 71 T 



2! 



3! 



4! 



+ -*- + 



fc! ' (Ä+l)! 



= 



wird, wonach sich ergiebt: 



(6) A + A^a^h + A^a^h^ + AQa^h^ + .,.^=yQh. 

Nun ist aber der Erklärung der Grössen A^, A^^ A^ ... zufolge: 



^1 = 1 y^^i=yi— yo 

h 



u. s. w., 
also entsteht aus (6) die Gleichung: 

(7) %o = ^+«1 (yi-»o) »+«2 (y.'— !0 Ä« + a3 (y;'-y;o A» + ... 

Uebertragen wir nun dieselbe Betrachtung auf die Flächenstücke über 
BC^ CD u. s. w., wobei: 

sein soll, und nehmen die Anzahl der Flächenstncke 3= g an, so giebt die 
Addition der Gleichung (7) und der ihr entsprechenden: 

(8) Ä(yo+yi+y2+--yg-i)=| y^ + «i(y9— yo)* 

+ «2 (yi-yi) A* + «« (y* -yiO *» + • . . 



Aus den Gleichungen (5) folgt: 

u. s. w., somit, wenn wir in (8) beiderseits hyq addiren: 



— Tri 



30240' 



r 
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(9) 






»5 



- — «■ 



<0 + .^(!e>-y?0 + .- 



30240 ^^9 



Sodann setzt Mac Laurin in dieser Gleichung zuerst: 
(10) y = ^, a = 0, Ä=l 

und erhält dadurch: 

worin, wie er meint, r eine beliebige Zahl (ausser — 1) sein kann. Für 
negative oder gebrochene Exponenten bedarf dies jedoch noch besonderer 
Untersuchung, während für positive ganzzahlige r die Formel (11) auf der 
rechten Seite abbricht und daher zweifellos richtige Resultate liefert. Hieraus 
erschliesst Mac Laurin den Zusammenhang der Grössen % a^ ... mit den 
B. Z. Dies gestatten aber schon die Gleichungen (5) selbst. Setzen wir 
nämlich darin: 



(12) 



«1 1, «A = (- 1)* ^*^ 



Qi—\\V 



h == 2, d, . . . A?, 



so nimmt die letzte derselben nach Multiplication mit ( — A;!) folgende 
Gestalt an: 

(- 1)*-^ (*)i Vi + (-1)*-* (*)» »*-» + ••• -(*)*-! \ + äl^ = ; 

diese Gleichung ist aber identisch mit (8) des § 1 und wir schliessen 
daraus mit Bücksicht auf (12) und (13) des § 1 : 



(13) 



1 / -| \y^ ^Ic /^ 



Ä;=l,2,3, .. 



Setzen wir noch 



(14) 



y = f{x), also yQ=f{al y^z=zf(a + mh) 



und a-^- qh = h, so bringen wir dadurch die Mac-Laurinsche Summen- 
formel auf die G^talt: 

b 

(15) h\f{a)+f{a + h)+f{a + 2h) + ,.. + f{b)\ = { f{x)dx 

Ja 

+ Ä^^^^^ + 5i|J(/-'(6)-/"(«))-Ä ^(r(6)-r(a)) 
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Dieselbe ist streng richtig, wenn f{x) eine ganze rationale Function von x 
ist (oder y^sf{x) die Gleichung einer algebraischen Curve darstellt), weil 
ihre rechte Seite in diesem FaUe abbricht. 

Mac Laurin leitet, indem er die Mittelordinaten der einzelnen 
Flächenstücke benutzt, noch folgende Formel^) ab: 

(16) h\f{a)-]-f{a+h)+f{a-\-21i)-\-... + m\=\ J(x)dx 

Ja — =- 



«■ i 



+ 



worin die a folgende Werthe haben*): 

(17) «^=(— l)*.2(23*-i-l)^,al80«i l«,=g^,u. s. w. 

Hiermit berechnet MacL aurin als Beispiel lg 2 (was fast ebenso genau 

mit (15) zu machen ginge), indem er Ä == ^, a «= -^, 6= — -, y= — setzt 

und rechts die beiden ersten Correctionsglieder benutzt, auf 6 Stellen mit 
dem Fehler einer Einheit in der 6*«" Stelle. — 

Euler leitet die Mac-Laurinsche Formel, in rein analytischer Ein- 
kleidung, nochmals ab^); was er aber wesentlich Neues hinzubringt, ist die 
Erkenntniss, dass die Gleichungen (5) auch auftreten, wenn die gerade 
Function : 



2 l-r-" 2 ^^_,-f 



nach Potenzen von u entwickelt werden soU^), woraus zunächst geschlossen 
wird, dass die a mit ungeradem Index (ausser %) gleich Null sind. Hieran 
knüpft sich der Zusammenhang dieser Grössen mit den Potenz-Sunmien der 
reciproken natürlichen oder ungeraden Zahlen^); den Zusanunenhang der 
a*s mit den B. Z. entwickelt Euler in gleicher Art wie Mac Laurin. 



^) A. a. 0. §§ 831, 832. 

^) Dieselben genügen der Gleichung: 

°^Ä -r 3j t- 5j -t- ... -t- (2jfc_i)! ^ (2fc+l)I ^' 

welche mit Gleichung IX zu vergleichen ist. — Im Allgemeinen bietet (16) gegen« 
über (15) zu geringen Vortheil dar, um ein längeres Verweilen bei ihrer Ab- 
leitung zu rechtfertigen. 

^ Institutiones Galculi differentialis, t. II cap. V. 
*) Siehe oben Gleichung (1) des § 2 und nachfolgenden Text. 
. *) Siehe oben Gleichung (11) des § 2 und vorher. 
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§ 4. 
Zusammenhang der Bemoullisohen Zahlen mit den Secanten- 

ooeffioienten. 

Wir haben gesehen, dass die B. Z. mit den Entwickelungscoefficienten 
der Ootangente, Tangente und Oosecante in derartig engem Zusammenhang 
stehen, dass diese Ooefßcienten je durch eine einzelne B. Z. ausgedrückt 
werden können^). Bei der Secante ist dies nicht der Fall, doch bieteii 
deren Entwickelungscoefficienten mit den B. Z., oder auch insbesondere mit 
den Tangentencoefficienten, mancherlei Analogieen dar und stehen mit 
letzteren durch einfache Gleichungen im Zusammenhang, so dass es im 
Rahmen unserer Betrachtungen liegt, auf diese Beziehungen näher einzugehen. 

Sei: 

(1) sec a? == 1 + Ol ||- + ag ^ + ag ^ + . . ., 

(2) ^g ^ = ßi^ + ßi Ji + ßs Ji + '• '^ 



dann nennen wir die Grössen Oq (= 1), a^, (x^ u. s. w. Secantencoeffi- 
cienten oder auch nach dem Vorschlag Scherk's und anderer Mathe- 
matiker Eulersche Zahlen, weil Euler die ersten neun derselben be- 
rechnet hat; die Grössen ß^ ß^^ ßs *- ^ nennen wir Tangentencoeffi- 
cienten, und sie stehen mit den B. Z., wie der Vergleich der Gleichung (2) 
mit § 2, (20) zeigt, in dem einfachen Zusammenhang: 

2'"* (2*« 1) 

(3) ßm = 2^ Bm- 

Beide Arten von Goefficienten kommen gleichzeitig in der Ent Wickelung: 

(4) tg|^ 4-|-j=seca? + tgir=l ^y^x-^-y^^ + y^ |r+--- 
vor, so dass nämlich: 

ist, aus welchem Umstände mit Recht auf die Gleichartigkeit von a^ und 
ßfn geschlossen werden kann. 

Eine Recursionsformel zwischen den Secantencoefficienten erhält man 
aus der Gleichung: 

sec rc . cos ir = 1 ; 

die Nullsetzung des Coefficienten von ir^ giebt^): 

JOII CK.m (2W)2 a^_i + (2w)4 (X.^^2 T . . . 

+ (- 1)"-^ (2w)2;„_2 «1 + (- ir = 0, 
eine Recursionsformel zwischen den Tangentencoefficienten folgt aus Gl. VE 

Siehe die Gleichungen § 2 (7), (8), (19), (20), (21). 

2) Euler, calc. different. II, cap. VIII, § 226; Zahlenwerthe ib. § 224. 
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(§ ^)i wenn wir Bft mittels (3) durch ß^ ausdrücken und die Gleichung 
durch 2m dividiren, und zwar: 

XIV ß„- (2«,- 1), ß^^ + {2m- 1)4 yS„_3 T... 

+ i- 1)—! (2m- !),„_, A + (- 1)-» = 0. 

Aus Xm folgert man, dass die Secantencoefficienten, aus XlV, dass die 
Tangentencoefficienten ganze Zahlen sind; von den letzteren weiss man, dass 
sie positiv, weil die B. Z. es sind, von den ersteren werden wir es hald 
beweisen. Die ersten 14 Secantencoefficienten sind vonScherk^) berechnet 
worden, wobei er bemerkte, dass die 9*® von Euler nicht richtig angegeben 
war. Sie haben folgende Werthe: 

Xi = 1 

ag = 61 

a^ = 1385 

ag = 50521 

Oß = 2702765 

07 = 199360981 

ag = 19391512145 

og = 2404879675441 

oio— 370371188237525 

(Xii = 69348874393137901 

ai2= 15514534163557086905 

«13 = 4087072509293123892361 
ai4 = 1252259641403629865468285 
Die ersten 15 Tangentencoefficienten sind: 

ßi = 1 
ß2 = 2 
ßs = 16 
Ä = 272 
^5 = 7936 
ße = 353792 
ßj = 22368256 
ßs = 1903757312 
ß^ = 209865342976 
/?io= 29088885112832 
/Sil = 4 95149 80531 24096 
/S12 = 1015423886506852352 
^13 = 246921480190207983616 
/Si4 = 70251601603943959887872 
/Siß = 23119184187809597841473536 

^) Mathematische Abhandlungen, Berlin 1825; 1. Abhandlung: Von den 
numerischen Coefficienten der Secantenreihe , ihrem Zusammenhange und ihrer 
Analogie mit den Bemoullischen Zahlen. 
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Beziehungen zwischen den Eulerschen und den Bernonllischen Zahlen 
liefert jede Gleichung zwischen sec x und einer oder mehreren der Func- 
tionen tg x^ cot X, cosec X, wobei das Argument anstatt x auch 2x^ oder 

-^ sein kann. Die einfachsten sind die von Seh er k (a. a. 0.) aufgestellten. 

Aus der Gleichung: 

sec X =ssmx tgx + cos x 
oder: 



x' 



X* 



1 + «1 ^ + ojj ^ + ... = (ä — ^± ...) (/?ia? + Ä 3T +Ä ^57 + • •) 

4-1 — — 4- — T 
folgt : 

subtrahirt man XIV hiervon, so ist auch: 

XVI «„=(2»-l)i;ff„-(2m-l)3/?^i + ...-t.(-l)»'-i(2m-l)j„_iÄ. 

Aus der Gleichung: 

sec ^ s= 2sin^ cosec (2^;) 

oder (siehe Gleichung § 2 (21)): 

+ 2«(2''-l)|J + 2^(2*^1) IJ + ...) 
folgt die weniger einfache: 

(6) (2m+l)a^=22^+H2^"-^-l)(2m+l)i^;,,-22— i(22'''-3_l) (2m+l)«B^_i 

± . . . + (- 1)— 1 23(2-1) (2m + l)2m-i i?i + (- 1)«". 

Mittels dieser Gleichungen lässt sich die m^ Eulersche Zahl aus den m 
ersten Tangentencoefficienten oder B. Z. berechnen. Femer ist: 

tg a; = sin o; sec :r 
oder: 

woraus: 

XVn ß^=(2m^ 1\ a„,.i — (2w— 1)3 a,„»2 ± • • • 

+ (— 1)--^ (2m- 1) 2m-3 «1 + (-ir-^ 

und, wenn Gleichung Xlll hierzu addirt oder — mit m — 1 statt m — 
subtrahirt wird: 



§ 4. Zusammenhang der B. Z. mit den Secantencoefficienten. 25 

XVnia /8«=a,«— (2i»— 1)2 x„,^i + (2m— 1)4 Xm^z T • • . 

+ (-l)'»-i (2m— 1)2^.201, 

XVnib /8;„=(2m— 2)1 a^i — (2m— 2)3 a^2 ± 

+ (— l)«(2m— 2)2,„-3«i. 

Mit diesen Gleichungen^) kann man die m^ B. Z. aus den m — 1 (bez. m) 
ersten Enlerschen Zahlen finden. Andere Oleichnngen, welche abwechselnd 
eine Eiüersche und eine BemouUische Zahl ergeben, sind von Stern ^) auf- 
gestellt. Aus der Euler sehen Formel^): 

(7) eosg + tg^sing=(l + ^)(l-^)(l+3^) 

folgt für n SS 2, m = 1, X7€=u: 

(8) cos| + sin|-=(l+:r)(l— |-)(l + f)(l-f)... 
oder: 

(9) l+^,« + J,«* + ^3«3 + ...=«(l+x)(l—|-)(l+|-)(l— ?-)... 

wobei: u = x}C. 

(( — 1) * ...nungerade 

(10) ^--2^'^«= , 4 

l( — 1)« ... n gerade. 

Nimmt man jetzt von (9) beiderseits die natürlichen Logarithmen, führt 
ausser T2,« (s. § 2, (18)) auch Uim-j-V 

(^^) ^2m+l = 1 32m -t-l "T g9m + l •JSm + l i • • • 

ein, und erinnert sich der Beziehungen (siehe (5)): 

i T _ ( « \^ ^ /gl" _ / ^ \^* 1 y«!!»-! 

I 2m— \2j (2m— 1)! 2 ~\2j * (2m— 1)! 2 

Irr ' _/^\*"+' _1_ f!^ _ /i\2'"+^ 1 7.m 
{^2m-\-i ^2; * (2m)! 2 \2/ * (2m)! 2 ' 

so findet man leicht: 

(13) \g{l+A^u + A^u^+...)=ü^x — ^T,x^ + iU,x»—iT^z*±... 



^) Wie man sieht, entsprechen die Gleichungen XV u. XVI yollkommen den 
Gleichungen XVII n. X Villa, die Gleichung XVIIIa ist bei Scherk in anderer 
Art abgeleitet und die Gleichung XVI fehlt bei ihm. 

') J. für Math. Bd. 26 (1843), S. 88. üeber die Coefficienten der Secantenreihe. 

^ Euler, Introd. in anal, infin. § 171. 
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oder : 

(14) lg (1 4- A^u 4- ^t*2 4- . . .) = ajw + 02^2 ^ a^us _|_ . . .^ 

worin: 

(15) «„, = (_ 1)«^! -J^Z^. 

Gilt aber eine Gleichung von der Form (14), so findet zwischen den 
Coefßcienten der linken nnd rechten Seite die Beziehung^) statt: 

(16) w-4^=wa^ + (w— 1) a^«i A^ + (w— 2)a„,_2 A^ + .:. +aiAm-t, 

folglich erhält man nach Einsetzung der Werthe aus (10) und (15): 

2^m\ ^X" ^ 2^ml ^^ ^ ^^ ^^^ 2M! 2'"-^(m— 1)! 

-TK ^) y^'^ ^>' 2*2! 2'»-«(m— 2)! ^•••^2*^-2(w— 1)! 2M!i 

oder mit ( — 1)*"+^ 2*" («t — 1)! multiplicirt, wenn man sich der Gleichung 
j^^^ = («)^ erinnert: 

(17) i;'».-!-^^';'™-^-^^^ A.-s4-...+(-i)"-»Am-i! ^"^^br yt 

+ (-l)-! ;a„_i ^"^"i^"- yo + (-1)"' ^„ i = 0. 

Denkt man sich hierin m' statt m geschrieben und unterscheidet ungerades 
m' = 2n» 4~ 1 ^uid gerades m* =^2m^ so erhält man die beiden Gleichungen: 

XIX» a„ - (2m)i %■ - (2m), f^ + (2m), ^ + + • - • 

+ (— l)- (2m)2„,_i 2^ + {-\r (2m)2„ ^- + ^^ 0, 

XlXb ß„-{2m-l\^-{2m-\\^-\-{2m-\\^-[- +... 

+(_l)».-i(2m-l)2,^2 24r, + (-1)"* (2m— l)2„,_i ^, + ^-^ = 0. 



^) Man beweist dieselbe am leichtesten folgendermaassen: Durch Differen- 
tiation von (14) nach u wird: 

1+ At*+^t*^+ . . . ~ ^ + "^^ "^ ''^'* +••• 

oder: 

^i + 2J2W+3^3«*2-(-...=(a^ 4- 2a2«i + 3a8w2 + ...)(! 4- ^^w 4-^2^2 4-...) 

und die Yergleichung der Coefficienten von t«"*^^ fährt unmittelbar zu (16). 



§ 4. ZuBammenhang der B. Z. mit den Secaatencoefficienteii. 27 

Aus Urnen findet man nacheinander für m &== 0, 1,1, 2, 2, . . . abwechselnd 
ans XlXg und XTX^ olq, ß^, a^, ß^, ocj u. s. w. — 

In den bisher aufgeführten Gleichungen kommen sftmmtliche CoefiQ- 
cienten a, ß linear und einzeln vor; man kann aber leicht Formeln bilden, 
in denen Producte je zweier Coef&cienten a, a oder ß, ß oder a, ß vor- 
konunen. (Siehe die Gleichungen XX bis XXIII.)' Zunächst folgt aus 
Xn nach Multiplication dieser Gleichung mit 2^^ imd Forthebung von 
2m {2m — 1): 

XX ß^=2{2m-2\ßj^^,+2i2m^2\ß,ßn.^+2(2m-2),ß^ß,„., +... 

f 2(2m— 2),„_2 ßm-i ßm+i . . . w ungerade, 

(2m— 2)„_i ß^ ß,^ . , . m gerade. 

2 2 

Eine entsprechende Gleichung zwischen den Secantencoefficienten existirt 
nicht. — Sodann aus: 

lg sec a; = — lg cos x 
oder, mit Rücksicht auf (3) und auf § 2, (22), aus: 

(18) lg(l + ai||^4-a2 jy + ...)=Ä|j-+/?24T + Afr + ... 

folgt nach dem Satze (16): 

^«w ^m , / ^vfl^ ßm-i I /^ o\ ?L ßm-^ , 

(2w)! ~ (2m)! "'" ^ ^2! (2m.— 2)! ^ ^ M! (2m-4)! "^ * * * 

4- 1 ^m— 1 ßi 
^ ^ • (2m— 2)! 2! 
und mit (2tn)I multiplicirt : 

^„ _^o , m(2m-l)(2m-2) ^ 

m(2m— 1) (2m— 2) (2m— 3) (2m— 4) ^ 
H 1.2.3.4 ^ ^'"-2 + • • . 

also durch m gehoben: 

XXI 0Lm=^ß„, + {2m— 1\ ai ß^_^ + (2w — 1)^ c^ ß^^ + . . . 

+ (2»» — l)2m— 2 *m-l Ä' 

Diese Gleichung ist von Stern (a. a. 0.) aufgestellt. Aus der Gleichung: 



Cu X 1 %)7 I «17 



(19) 8eca; + tg:r = tg(^ + f)=— -| = | 



+tg^ -ö-cot g- + Y 



tgö^ ^cot 



2 2 """ 2 2 
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oder (siehe (7) des § 2): 

= (^ + T — ^^Ir-^^^ir-- •) 

folgen die Gleichungen: 

1 = 1 

2! ^1! 

(20) <j^_iX2 _yL^i = o 



4! 



^ 3! 2! 2! 



n^ _i1l h^i 71^2 -« 

5! ^4! 3!2! 1!4! 



u. s. w. 



und allgemein: 



2w— 1 



(21) 



y2m-l = — 2— y2m^2 + (2 W— 1)2 /2;«-3 ^1 + (2m— 1)4 y2m--b J?2 + • ' ' 

+ (2in — l)2m-2 ;^l -ßm-1 



2m 



y2m=-Y y2m-l + {^^)2 y2m~2 ^1 + (2^)4 /2m-4 -^2 + ' • ' 

+ (2m)2»i-2 y2 ^tn—l' 



Man schliesst aus (20) und (21) successive: 

j/^ = ß^ = 1^ also positiv, also auch B^ positiv 

;^2 == «1 = yi " 

/4 = »2 > i ;'3 ^1 " 

n == Ä > 1 n V 

u. s. w. 
2w — 1 



?» T7 



Ä 



?? 



?» 



und: 



(22) 



also auch: 



Om— 1 



\ßm> —5 



^ 2w(2m— 1) 
a», > 1 «,«-1 



(23) 



ßm> 



(2w— l)(2w— 2) 



— Pm-^ 
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Die Grössen a und ß sind also sämmtlich positiv und wachsen 
sehr schnell und bis über alle Grenzen^). 

Zu diesen Schlüssen eignen sich die Gleichungen (20) und (21) (die 
noch nicht aufgestellt zu sein scheinen) sehr gut, zur wirklichen Berechnung 
aber sind die folgenden, von Scherk (a. a. 0.) abgeleiteten weit brauch- 
barer und wohl überhaupt) da sie nur positive und halb soviel Glieder haben, 
als alle in diesem § bisher angegebenen Gleichungen, die für den Zweck 
dienlichsten. 

Wird für den Augenblick tg -5- durch t bezeichnet, so ist : 

seca: = j-^, =1 + ^--^, = 1 4-tg ^-.tga? 
folglich : 

(X aj* a?'"* — * \ 

A T "^'^ ST + ••• + '''»(2«-l)! + •••) 

der Vergleich der Coef&cienten von a;*" ergiebt: 

«m _ ßxßm M , _J_\ , fe ßm-i ( 1 . _J_\ j_ 

2m)! 1 ! (2ot— 1)! \ 2 "*" 2»"- ' j "^ 3! (2m— 9)1 \ 2» "^ 2»"-»/ "i ' " • 



(2 

ßm+i ßm+i 



+ { 



m\ ml 2 

ßm ßi 



-^ m ungerade 



2 3 



+ 1 



(w— l)!(w+l) 



r • (2^^=? + 2^rFT) • *»^ gerade 



also: 



XXn 22'«-! a,„=(2m)i 20 (22^-24. i) ß^ ß^^ ^ ^2m\ 2^ (2«^-^ 4. i) ß^ ß^^^ 

+ {2m\ 2^ (2^—10 + 1) /^ ^^_, + . . . 

^(2w),„ 2'''-i /S^+i /9^i m ungerade 

4. J 22 

) (2w)^^i 2'«-2 (22 + 1) ß„, ß„^ . , . m gerade, 

V 22"^ 

wobei noch besonders bemerkt werden möge, dass für ein ungerades m 
das letzte Glied aus irgend einem, etwa dem Ä*®° (mit ß^ ßfn—k'\-\) hervor- 

geht, wenn h = ^ gesetzt und das Resultat mit -J- multiplicirt wird. 



^) Aus (12) folgt für genügend grosses m, da sich jT^^ wie ^2171+1 ^^^ ^ nähern: 
^ = 2m{2m-l}.^,-fi^^{2m—l){2m-2)± 
womit also (23) in Einklang steht. 
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Endlich folgt aus der Gleichnng: 



dtex o 

dx 



oder: 



durch Vergleich der Coefficienten von i»*"*'"^: 

XXin ß^ = 2ao a„«i + 2(2nt— 2)^ a^ a,„_2 + 2(2w— 2)^ ou, a^-s + . .. 
f (2tw — 2)^>.i a„,_i a,„«i . . . m ungerade 



2 2 



2(2w»— 2)^_2 Xm ocm ' • - nh gerade. 

2 2 

Mittels XXn kann man die m^ Eulersche Zahl durch die m ersten 
Tangentencoefficienten finden, mittels XXm den m^^ Tangentencoefficienten 
aus den m — 1 ersten Eulerschen Zahlen berechnen. 



§ 5. 
Verkürste Beeursionsformeln. 

Im Gegensatz zu den bisher aufgestellten Beeursionsformeln, welche 
sämmtlich zur Berechnung der w»*®" B. Z. aller vorangehenden ^^l ^^ -^m— i 
bedürfen, sollen jetzt einige entwickelt werden, welche nur die Hälfte der- 
selben enthalten und demnach zweckmässig als verkürzte Beeursions- 
formeln bezeichnet werden können. Formeln dieser Art sind zuerst von 
SeideP) gefiinden und kurze Zeit darauf von Stern 2) erweitert worden. 
Ihre Ableitung beruht auf den Gleichungen, welche für die höheren 
Differenzen gegebener Grössen gelten. Aus anderm Prindp sind einige 
Formeln gleichen Charakters vom Verfasser abgeleitet worden. — Indem 
wir die speciellen, übrigens sehr hübschen, Entwickelungen Seidels über- 
gehen, wenden wir uns zur Darstellung der Sternschen Ergebnisse. 

Es sei u^ tij, U2, ... Uf^. eine Beihe von Zahlen, und es mögen 
Au, A%, . . ., A% u. s. w. die Bedeutung haben: 

Aw = % — w, Au^=U2 — ««1, ... A%— 1=% — %-ii 

A2w=A«i — Aw, A%i=Aw2 — Amj, ... A2w)t-2=A%-i — Awä_2? 

A% = A^-ie«i— A^'-^w, A%i = A''-%2 — A'*-^, u. s. w. 



') Sitzungsberichte d. Akad. d. Wissensch. zu München Bd. VII (1877) p. 157. 
^) Abhandlungen der Gesellschaft d. Wissensch. zu Göttingen Bd. 23 (1878): 
„Beiträge zur Theorie der Bemoullischen und Eulerschen Zahlen.'* 
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aUgemein : 

(1) A^Ur = A^-i^+i — A*- V , 

wobei A%r als AUj., A^Ur als Ur, Uq als u zu verstehen ist. In dem folgenden 
Schema, das wir der Anschaulichkeit wegen hinstellen, ist jede Zlahl um 
die links danebenstehende zu vermindern, um die darunterstehende zu 
erhalten: 

(A) U U^ U2 1*3 U^ U^ Uq Urj Wg 

Aw At«i Awg Attg AW4 AU5 AWß Awy 

A^tt A^wi A2tt2 A2t«3 A^u^ A2t«5 A2««6 

A^ti A^««! A^Wg A^Wg A^w^ A3«5 

A*w A*Wi A*«2 A*t«3 A*«4 

A^ti A*Ui A^«2 A^«3 

A^M A^Wi A^Wg 
A^tt A^wi 

Setzen wir in (1) Ä = w, r==n, sodann Ä = m — 1, r = n-|-l und 
h = w — 1, r == w, so erhalten wir : 

A'»-1m„+i = A^-X+2 — A"»-2w„+i 
AT'-Hi^ = A"»-%„^.i — A"'-«!«« 

also durch Elimination von A"*~^«n+i und A"*~^H*„: 

A'"««» == A'«-^«^^ — 2A'"-%„+i + A'«-%„; 

in gleicher Art entwickelt man leicht: 

(2) A'"w„ = A'«-*w«+jfc~(fc)iA'»-^ii„4Ä-i+W2A''*-*i^+)t-2 + ...±A 
und insbesondere für k^i^m: 

(3) A'"Wn = Wm+„ — (W)i W,„+n_i + (»W)2 t«in+«-2 + • • • + (" VT^n- 

Bilden femer die Zahlen a a^ a^ a^ u. s. w. eine arithmetische Reihe 

p^^^ Grades und sind die Anfangsglieder der Hauptreihe und ihrer p Differenz- 

1 a p 

reihen a, a, a, ... a, so ist, wie aus der Elementarmathematik bekannt, 

das a? + 1** Glied der Hauptreihe : 

13 3 P 

(4) aa: = a + {x\ a + {x\a + {x\a + .,. + («)p «. 

Da nun eine Reihe p^^ Grades erst durch i? + 1 Glieder bestimmt wird, 
so kann man irgend welche i> + 1 auf einander folgende Zahlen a a^a2,,,ap 
als Anfang einer Reihe p^^ Grades ansehen und es ist demnach nach (4): 

(5) «p = ^ + Op)i « + (P)2 « 4- . . • + {P)p «• 
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Setzen wir nun p = n und vergleichen die Reihe : 

A^^w, A'^Ui, A'"M2, ... A^'Un 
mit a, a^, a^^ ... an, so ist: 



a = A'"w, a = A'"+%, a=A'"+2^, ... a = A'"-+-»i«; 

also ist nach (5), wenn die Glieder der rechten Seite in umgekehrter Reihen- 
folge geschrieben werden: 

(6) A*^« = A*"-^"«« + (w)i A'^+^-iw + (n\ A'"+«-2« + . . . -|- (n)„ A"*«. 

Unter der Annahme, dass n grösser als m ist, sind die Binomialcoefßcienten 
(w)„, (i»)n«.i, . . . (w)ro+i sämmtlich Null, also kann dann (3) auch ge- 
schrieben werden: 

Andererseits folgt aus (3) für n = 0: 

(8) A'"W = «*m — Wi Wm-i + (W)2 M,„«2 T • • • + (— 1)"' M^ W- 

Wir machen nun über die Grössen u folgende Annahme: 

(9) M = 1, M, = _ ^, M,^ = (_ l)"-! B„, «j^i = 0, 

die beiden letzten Gleichungen gelten für »t >• 0. Setzen wir sodann in (8) 
2m statt m, so erhtJten wir die Gleichung: 

(10) A»«« = (— l)"-i Ja« — (2».)j 5;;^, + (2».)^ B„,_2 + . . . ' 

+ (- 1)"-^ (2»»),,_3 5i + (- l)'''-i (»» + 1)}. 
Nun folgt aus Gleichung 11 (§ 2) mit {m — 1) statt m: 
{2m\ B„,_^^{2m\ B^^2 ± • • • + (-l)'"-^ (2m)2„,^2 ^i +{-iy"-^{m^l)^0', 
dadurch nimmt die Klammer in (10) die Form 

^„,-f 2(— 1)— Im 
an und somit ist: 

(11) * A^'"u= (— 1)"'-! B^ + 2m 
oder auch wegen (9): 

(12) A^'»« == W2m + 2m. 
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Setzen wir in (8) 2m + 1 statt m, so erhalten wir: 

A2-+%=(_1)- {(2m + l)i B„,—{2m + l), B^^^ + (2m + l), B, 



'OT— 2 



+ ...+(— ir-i(2m-h 1)2^1 5i+(-l)'«-i(m + f)}; 

die Summe der ersten m Glieder ist aber nach I (§ 2) = ( — l)*"— ^(m — -J-), 
also wird: 

(13) A2«+iw =. — (2w + \l) 
oder auch wegen (9): ' » 

(14) ■ Aa«+i„ ^ U2„,+^ - {2m + 1). 

# 

Die Gleichungen (12) und (14) gelten auch noch für w = und lassen 
sich in die eine: 

(15) A^^w = Ww + (— 1)"* we m=0 

zusammenziehen. 

Substituiren wir nun in die Gleichung (6) die Werthe von A'"+"«, 
A"*"*"""~% u. s. w. gemäss (15), so ergiebt sich: 

(1 6) /SJ^Un = M,„+„ + {n\ U„,j^n--i + {n)\ Wm+n-2 + • • • + (**)n ^m 

+ {—ir^n^m+n)—{n\{m+n—l)+^^^ 

hierin verschwindet die zweite Zeile für w > 1 nach dem Arndtschen 
Satze ^) (für w=l ist sie 1), und zieht man dann (7) von (16) ab, so 
erhält man: 

(1 7) 0=((w)i +(w)i) w^+„_i +((n)2— (m)2) w«4.„_2 +{{n\'\'{m)^ w^+«-3 

+ . . . + {{n)n + (— l)"""K^)n) «*/« **^ ^• 

Wir müssen nunmehr vier Fälle unterscheiden: 1) m ungerade, w ge- 
rade; 2) m ungerade, t^ ungerade; 3) m gerade, nungerade; 4) m gerade, 
n gerade. 



^) Dieser Satz (J. für Mathematik Bd. 31 p. 239), der sich wohl auch auf 
C auch 7 zurückführen lässt, lautet: 

Wepn die Zahlen a^ a^ o^ . . . eine arithmetische Reihe von geringerem als 
dem nteii Grade bilden, so ist: 

(a) «0 — Wi »1 + W2 «2 — (w)3 «3 ± • • • + (— l)"(^)n«n = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nämlich gemäss (8): ( — 1)".A'%> iM^d da 
bei einer arithmetischen Reihe die Glieder der nten Differenzreihe verschwinden, 
falls ihr Grad kleiner als der nte ist, so gilt die Gleichung (a). 

Saalschutz. 3 
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In diesen vier F&llen erhalten wir nacli (9) unter der Yoraiissetzimg, 
dass m >» 1 ist, beziehungsweise die Gleichnngen : 



((n)i + (m)i) i ^m+n-l — (Ws + Ws) ^m+»-3 ± • • • 



XXIV 



2 



2 



n — 2 



+ (— 1)-T- ((«)^, + (m)^,) B^^ = 1 

2 

((«)2— (»t)g) ^m+«-8 — (Wl— (W»)*) ■Bm+»-4 ± • • • 

S 3 

+ (- 1)V ((»)„_, — (m)^i) B,;^ = 2 

(Wl + Wi) ^m+n-1 — (Ws + Ms) - gm+».-s + • • • 



+ (- 1)^ ({n)n + (m)„) it^ = 3 

2 

(W2 — H2) ^m+n-2 — (Wi — (W)4) ^m+/i-4 ± • • • 

2 2 



n—i 



+ (— 1)-!- ((»)„ - (w)„) 5„ = e 4 

2 

Setzen wir in diesen Gleichungen den höchsten Index = s, den niedrigsten 
= r, so haben wir vier Beziehungen zwischen den B. Z. Bs^ •^«— d • • • -^r« 
so dass also zur Berechnung von Bs nicht alle vorhergehenden B. Z. ge- 
braucht werden, wie das in allen Formeln der früheren §§ der Fall war, 
sondern nur diejenigen von Br an. Zwischen r und s besteht nun eine 
Beziehung, welche aus der Bedingung w > m folgt. Im 1*®^ Falle ist: 

m + n — 1 = 2s 

w + 1 = 2r 
also: 

m = 2r — 1, w == 2s — 2r + 2 

und daher die Bedingung: 

2s>4r— 3; 

nimmt man r als gegeben an, so ergiebt sich hieraus, dass s jeden Werth 
haben darf, der gleich oder grösser als 2r ' — 1 ist, so dass also aus den 
B. Z. Br bis ^2r— 2 ^^^ höheren mittels XXIV^ berechnet werden können. 
Allerdings sind die Formeln, wenn sie nicht als Beziehungen zwischen 
den B. Z., wie sie in Untersuchungen von Wichtigkeit werden können, 
sondern als Gleichungen zur schrittweisen Berechnung derselben aufgefasst 
werden, um so vortheilhafter, je weniger Glieder sie enthalten. Fragen 
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wir also, wieviel vorangehende B. Z. zur Berechnung einer hestimmten B. Z. 
gegehen sein müssen, so ist « als gegeben anzusehen und daraus der Maximal- 
werth vom r zu bestimmen ; die gefragte Anzahl ist dann mindestens gleich 
den resultirenden s — r. Man findet nun in den vier Fällen: 

XXIV. r < — Y~, also für unger. 8:r = — 0— » ^ g^^. s : r = -5- 

XXIV rtT ^+^ r=:?+i r = — 






xxrv^ 



s+l « — 1 « 



> ?7 J> ?> ' ^^^ o » »» » » 



r 



<; 2 ' " " " ' <^ 2 



Die Gleichungen XXI V^ und XXTVg gelten nur für w > 1 ; ist m = 1, so 

ü. « — i 

tritt zu XXrV^ noch links (— l)*.i hinzu, zu XXTVg noch (—1) 2 .|, 

und sie gehen in bez. IV und ID. (§ 2) über. 

Um nun die möglich kleinste Anzahl von Gliedern zu erhalten, setzen 

wir in XXIVi und XXTVgi n = m+l. Es ist aber 

(m + 1), + (m);, = ??^t?=:^ (m + 1)„ (*= 1, 8, 5 . . .) 

also entsteht, nach Mnltiplication mit (m -{- 1), die öleichnng : 

XXV (2m+l)(m+l)i B„— (2»-l) (m+l), B^^ + (2m-3)(m+l)5 £„_, 

m— 1 



+ ...+ 



(—1)5* (»»4- 2) (m+l)„ - Bm+i . . »» ungerade > 1 

= 0. 

m 

(—1)« (i» + l)(m+ 1)^+1 J?m . . . w gerade 

2 



Setzen wir femer in XXTVg und XXIV^ w = m + 2, so gelangen wir zu 
demselben Besultat, denn es ist: 

{m + 2)ä+i — (w + l);fc+i = (w + l))t 

(m 4- 1)a+i — 0^)k+i = (w))t 
also: 

(m + 2)ä+i — (w);t+i == (w + l)ifc + (m))t. 

«4-1 
^) Man kann in XXIVg auch r = -^ annehmen; die Gleichung (7) gilt 

nSjulich auch noch för « = w — 1, falls m^_i = «n Null, wie es hier, weil n un- 
gerade, nach (9) der Fall ist; daher gilt auch (17) und mit dieser Gleichung auch 
XXTVg noch für n = m — 1. Doch ist diese Annahme unwesentlich, weil sie in 
der Anwendung zu keinem neuen Resultate fahrt. 

3* 



1 
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Die Gleichnng XXV ist die erste der beiden von Seidel (a. a. 0.) auf- 
gestellten Gleichungen und erscheint hier also, wie gesagt, als Specialfall 
der allgemeineren Sternschen Gleichungen XXI V. 

Wir machen nunmehr eine zweite Annahme: 

(19) u= — l, Wi — 1, «2m — (—1)'"-^ 2(2*»— 1)5^, U2„,+i = 0, (m>0), 
und suchen zunächst wieder A'"u zu bestimmen. Nach (8) und (19) wird: 

A*«t* = (— l)»»-! |2(2»"— 1) 5^— (2w)2 2(2»'«-2— 1) J?^-.i ± ... 

+ {—iy^H^fnhn^2 2(22—1) ^i} — (2in+l); 

hierin hat wegen Gleichung VI (§ 3) die Klammer den Werth: 

2 ((_l)m+iwi— (2»«— 1) B„,) 
und sonut ist 

(20) A»»w = (— 1)*" 2(2»«- 1) B„,— 1 
oder wegen (19): 

(21) A*"w = — «2m— 1. 
Weiter ist: 

A»"+%=(— l)'»|(2m + l)i 2(2»»— 1)^^ — (2w + l)8 2(2»"-2— 1) jB„«i 

± ... + (— l)'«-i(2m + l)2m-i 2(22—1)^,} + (2m + 2); 
zieht man nun Gleichung I (§ 2) von V (§ 3) ab, so entsteht: 

XXVI (2m + 1\ (22'«_1) B^ — (2m + 1)« (2»»-2-l) B,,^i ± . . . 
+ (-1)-"! (2m+ l)2m-i (2^-1) B^ + (-ir (m + i) = 

und mittels dieser Gleichung wird: 

(22) A2«»+%=1, 
somit, mit Bücksicht auf (19): 

( A-« = (- 1)— 1— «m (m > 1) 

\Am =:Ui—U = 2. 

Diesen Gleichungen gemäss geht jetzt aus (6) folgende hervor: 

(24) A'^Un = — «m+n — («)i Wm+n-l — (w)2«m+»i-2 —...-(»)« «m 

+ (- ir +"-^ (1 - Wl + (W)2 - («)8 ± . . . + (- 1)" (W)n), 
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deren 2^ Zeile verschwindet. Ziehen wir diese Gleichung von (7) ab, so 
erhalten wir: 

(25) = 2u^^n + (Wi — Wi) Wm+»-l + (Wl + (•»)§) «*m+i.-2 

+ (Ws — Ws) «*m+«-3 + . . . + ((»)» + (— 1)** (W)„) U^, 

m > 1, 11 = m 



wobei zu bemerken, dass die Gleichung auch noch for n=im — 1 gilt, 
falls Un =» 0^ also n ungerade ist Die Gleichung (25) gilt nicht mehr für 

f»=l ; soll w==l gesetzt werden, so ist das letzte Glied ((»)n+ ( — ^)'*(^)rt)^m 
durch ( — 1) zu ersetzen, was leicht aus (24) und (6) mit Au «=2 sich 
erweisen l&sst. In den obigen vier Fällen: 1) m ungerade, n gerade; 
2) m ungerade, n ungerade; 3) m gerade, n ungerade; 4) m gerade, 
n gerade erhalten wir nunmehr bezüglich folgende Gleichungen, in denen 
zur Abkürzung wie in § 2 (25): 



(26) 
gesetzt ist: 



2(2«*— l)5fc— T* 



((»)i — (mk) - Pm+n-i — ((»)$ — (tnh) T„,^^^ ±... 

t i 

i 

2 W^ — ((n)2 + {m\) rm^n^2 + {{^)l + (fn\) Tm+»--4 + . . . 
a a a 



XXVU 



+ (— 1)^ ((n)„^i + (in)^i) r^^ = 

2 a 

+ (-1)^' ((f*)„ - (m)„) r^ = 

a 



2r^+« — ((n\ + {m)^) rm+n-^2 + (Wi + Wi) ^m+i 
a a a 

+ (— 1)-5 ((«)„ + (m),) T^ = 



m+n — 4 + 



** := W. 



Nehmen wir in den ersten beiden Gleichungen m &= 1, so müssen wir noch 
in der. ersten ( — 1) * , in der zweiten ( — 1) * hinzufügen imd erhalten, 



^ 
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wenn n^^^^m, bez. = 2fn — 1 gesetzt wird, nach Division durch 2, die 
beiden Gleichungen: 

XXVm (2m— 1) (2*»— 1) B„— (2«i), (2*»-«— 1) B^i ±... 

+ (_i)».-i (2m)a„_i (2»-l) B, + (— 1)»..| _ 0, 

XXIX 2(2»»-l) B„-(2m-l\ (2«»-»-l) B„_i ± . .. 
+ (_l)m-i (2m-l)2^, (2»-l)5i + (- 1)» .i — 0. 

Setzen wir in den beiden letzten öleiohnngen von XXVH m=> 2, und 
«SS 2m — 1, bez. ^2m — 2, so erhalten wir: 

XXX (2m— 3) (2*»— 1) B„— (2m— 1)3 (2*»-«— 1) B^i ±... 

+ (-l)»>-i(2m-l),„_i (2»— 1) Bi = 0, 

XXXI 2(2*»— 1) B„ — ((2m- 2),+l)(2»»-«-l)£«_i 

+ (2m-2)4(2*»-*-l)5„_2±.,. + (— l)»^i (2m— 2)s„_2 (2»— 1) B^ = 0. 

f 

Diese Gleichungen ÄXVlll — XXXI lassen sich mehr oder weniger 
umständlich auch aus den Gleichungen der §§ 1 und 2 beweisen. Bezeichnen 
wir nämlich durch den Index (m + 1) oder (m — 1) an den römischen 
Ziffern, bezüglich an deren Summe oder Differenz, dass in den durch 
die Ziffern bezeichneten Gleichungen, bezüglich Gleichungs-Sununen oder 
•Differenzen m-{-l oder m — 1 an Stelle von m treten solle, so können 
wir uns in folgender Art kurz ausdrücken: 

Gleichung XXVm ist identisch mit V— I— VI; 

XXIX „ „ „ (V— I)(«.i) + V; 

XXX „ „ „ (V-I)_(V_I)(,^x)-2VI; 

XXXI „ „ „ 2(V-I)4-VI-VI(«^i). 

Den speciellen Beweis dieser Identitäten überlassen wir dem Leser, wobei 
wir noch bemerken, dass die Operation Y — I schon im vorliegenden § (in 
Gleichung XXVI) ausgeführt ist. 

Setzen wir in den Gleichungen XXVIIg und XXVn4 n = m und heben 
durch 2 , oder in XX VII^ und XXVHg w = w + 1 , so gelangen wir zu 
der Gleichung: 

XXXn (22»-— 1) B^—{m)^{2^^^-l)B^^i+(m)^{2^'-^-l)B^^^ ± ... 

(— 1) « (w)m-i(2'"+i— l)%Hi . . m ungerade 

+ < . ' -0. 

(— !)«(»»)« (2«— 1)5^ m gerade 

8 
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Dies ist die zweite der beiden von Seidel (a. a. 0. Gl. Xill) angestellten 
Gleichungen. 

Die folgenden Formeln sind vom Verfasser aufgestellt und sollen, um 
den Zusammenhang an dieser Stelle nicht zu imterbrechen, in dem späteren 
§ 22 als Beispiel für die Mac-Laurinsche Summenformel bewiesen werden. 
Auch sollen dort die allgemeineren, hier nur die speciellen mit der möglich 
kleinsten Anzahl von Gliedern angegeben werden. 



f» — ^1 



l'(-l)~S~-Sr- -ß».*! • • • «^rmgenie 



+ { 



, ..^^C»)«-! D j (2«)»,(2m+l)' 

(— 1) * m . 7 ■^"«+8 • • • »»gerade 



XXXIV 2(2*»-l) £„- ^ 28(2*»-»-l)B„_i+^ 25(2»"-* - 1)5^2^ 



+ 



IW— 1 

(— 1)^"-Hr 2»" (2«'+i— 1) 5^^ . . . m ungerade 



(m)m 

2 

= 1. 



I ( 1)^^ Ww-i 2««-i ^2»»+2 1) 



B mJ^2 ' ' • 1H gerade 

8 



Die letzte Gleichung iSsst sich mit Benutzung der Bezeichnung (§ 4 
Gl. (3)): 

^ _ 2«^^ (2»^— 1) Bm 
noch etwas einfacher in der Art schreiben: 

-*-*-^ ^ ^m— 1 Pm ^m— 8 P»»— 1 "T ^m—ö Pm— 2 i" • • • 

m — 1 

f(— 1) a ^i„-n m ungerade 
* 1 

(— l)^r-y!fa /J„ _^ ^ . . w gerade 

wobei bemerkt werden mag, dass das erste Glied auf der linken Seite eine 
tmgerade ganze Zahl, alle anderen Glieder auf derselben Seite gerade ganze 
Zahlen sind. 
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§ 6. 

Andere Formeln, welche auf den Gleichungen für höhere 

Differensen beruhen« 

. Aus den Gleichungen, vermittelst derer Seidel^) und Stern die im 
vorigen § entwickelten Formeln abgeleitet haben, folgen noch andere Be- 
ziehungen zwischen den Tangentencoefficienten (oder den B. Z.) und zwischen 
diesen und den Secantencoefficienten. 

Wir wollen zuerst Seidels Methode (a. a. 0.) angeben, die Grössen 
a und ß (s. § 4 Gleichungen (1) und (2)) successive und zwar abwechsekd 
durch blosse Addition positiver ganzer Zahlen zu finden. Nehmen wir für 
die M in § 5 die Werthe an: 

(1) ««2n = (— l)"a„, W2«+i =0, n = 

und substituiren diese Werthe in die rechte Seite von § 5, (8), nachdem 
darin 2m statt m gesetzt worden, so stimmt diese Gleichung, abgesehen vom 
Zeichen mit der linken Seite von XIII (g 4) überein, es ist somit: 

(2) /^'^u = 0. 

Setzen wir aber in § 5, (8) 2m — 1 statt n», so ist die rechte Seite identisch 
mit der rechten von XVII (§ 4), wenn wir die letztere mit ( — 1)"* mul- 
tiplicirt haben; es ist demnach: 

(3) t^^-hi = {-vr ß„,. 



^) Nennen wir mit Seidel die erste Horizontalzeile des Schema*8 {A) in § 5 
Stammreihe und die schräg gestellte Reihe der Endglieder der Verticalreihen 
ti, /\u, A^* A^ u* s* ^' Terminalreihe, so nimmt er erstens u = 1 und be- 
stimmt die anderen Grössen durch die Bedingung, dass, vom 3ten Gliede (U|, bez. A***) 
an, Stammreihe und Terminalreihe übereinstimmen sollen; dann beweist er, dass 
in diesem Falle die Stammreihe die Form: 

1, i, ^1, 0, — JPg, 0, J93, 0, — ^^ u. s. w. 

erlangt. Der weitere Verfolg führt dann zu Gleichung XXY. Zweitens wählt 
g. u = 0, 11^ =» 1 und bestimmt die weiteren Grössen so, dass, vom dten Gliede 
(u„ A^) ^^' Stammreihe und Terminalreihe entgegengesetzt gleich (A*^ ==" — ^i 
^8u= — ti, U.S.W.) werden, dadurch erreicht er, dass die Stammreihe folgende wird: 

0, 1, Ti, 0, — r2, 0, Tg, 0, — • r^ u. s. w. 

worin die r kurz als Halbtangentenfiactoren bezeichnet werden können, so zwar, 
dass (s. § 2 Gleichungen (24) und (25)): 

r;„==2(22--l)J9^ 

ist. Sodann aber zeigt Seidel noch, dass man zu diesen Grössen suctessive durch 
blosse Addition positiver ganzer Zahlen gelangen kann, und dies ist fär seine 
Darstellung besonders charakteristisch. — Aus der obigen Bedingung ergiebt sich 
die Gleichung XXXII. 
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Vermöge der Gleichungen (1), (2), (3) kann man nun das Schema (A) des 
§ 5 construiren, wenn man bei den ungerade benannten Verticalreihen (mit 
dem Anfangsgliede t^, ti^y u^ u. s. w.) von oben mit dem Werthe be- 
ginnt und so herabsteigend zu + ß^ gelangt, während man bei den gerad- 
benannten unten mit beginnt und aufsteigend schliesslich zu + a^ kommt. 
Bei geringer Aenderung der Anordnung hat man aber dabei nur Additionen 
positiver Zahlen auszuführen. Schreibt man nämlich Gleichung (1) des § 5 
in zwei verschiedenen Formen: 

^f^Ur = A^-^+i — A*-^«r; A*-^Mr^.i = A*Wr + A^- V 
imd setzt darin nacheinander bezüglich: 

Ä == 1 2 ... 2m"-l ; 2m 2m— 1 ... 1 

r = 2w— 2 2w— 3 . . . 0; 1 ...2m — 1 

so erhält man: 

A«2m-2 = «2m-l — «2m-2 ^^^^^ = A»^i + A^-hl 

• - ■ 

A»^S == A»"-S — A*»-%i AW2«.^l = A2tt2m-2 + At^^2 

A»«-He = A*^«i«i — A«"^»tt ««2«. =Aw2»,^i + Wj,«-!. 
Setzen wir nun mit vorübergehender Einführung neuer Bezeichnungen: 

k 2p— k 

A*wap-* — (- ly oip, A*-Sp-* = i—^y ßp • 
(4) ^ wobei: 

«p = ap, CLp = 0, Ä> = Ä>» ßp = ^> 

so gehen die vorigen Gleichungen nach Hebung durch ( — 1)'" in folgende über: 

/ 2m— ^ Sir— 1 



(5) 



9m— 8 2m~2 1 Sm— 2 2ir— 1 i 

ßm = ßm "h ««— l Ota, = a„t -{- /?„, 



1 2 201—8 1 2 

ßm = Alt + «m— 1 ^hn = ^m -{- ßm 

1 1 

ßm = ßm +0 «m = «m + 0. 
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Daraus resultirt 


nun folgendes Bechnungsschema: 




1 


«1 





«2 





ag u. s. w. 




Ä 


1 

«1 


Ä 


1 

«2 


A 


1 

«3 









1 


s 


4, 


a 
«3 








Ä 


s 



Ä 
Ä 


8 

«3 

4 

«8 



Ä *3 


oder in Zahlen: 

1 1 5 61 u. s. w. 

1115 5 61 

2 4 10 56 

2 2 14 46 

16 32 

16 16 



wobei die allmShliche Entstehung der Verticalreihen von selbst (bez. durch 
die Gleichungen (5) mit w = 1, 1, 2, 2, 3, 3 u. s. w.) erhellt. 

Wir behalten die Grössen u in der durch (1) bestimmten Bedeutung 
bei, so dass also auch die Gleichungen (2) und (3) gültig bleiben, substituiren 
fiir Uic und iSJ'u diese Werthe in die Gleichungen (3) und (6) des § 5 
und setzen deren rechte Seiten einander gleich. Indem wir dann über die 
Natur der Zahlen m und n verschiedene Annahmen machen, erhalten wir 
folgende von Stern ^) herrührende Gleichungen: 

1) m und n gerade, m = 2Ä?, w = 2r. 
XXXVI oikJ^r — (2Aj)2 a^+^i + {21c\ a;t+^ + . . . + (— 1)* a, « 

(2r)i ß,^r — (2r)3 ßic+r-i ± . . . + (— ir-^ (2r)2r-i A+i. 

2) m gerade, n ungerade, m = 2Ä;, w = 2r + 1. 

XXXVn (2Ä)i oLkJ^r — (2*)3 cLk+r-i ± • • • + (— 1)*~' (2*)a^-.i a,+x = 
/9ä+H-i — (2r + 1\ ^>t+r ± . . . + (— \Y (2r + l)ar i8;t+i. 

^) Abhandl. der Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen Bd. 23 (1878): „Bei- 
träge zur Theorie der BemoulHschen und Eulerschen Zahlen*^ 
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3) m ungerade, n gerade, m = 2k'\-lj n = 2r. 

XXXVm (2k+l\aiu+r—(2k+l)s a*+^i±... + (— l)*-K2*+l)2*+i«r= 

ßu^r+i — (2r)2 Ä+, + (2r), ß^+^i zp • . • + (— 1)^ ßk+v 

4) m und n ungerade, ♦n«Bs2Ä; + l, w = 2r + l. 
XXXIX a^+r+i — (2Ä + 1)2 a/t+, ± . . . + (— 1)* (2Ä + 1)^ o^+i = 

(2r + 1\ ßu^r^, — (2r+l)s A+r ± • . . + (—1/ (2r+l)^+i Ä+i- 

Die Gleichungen XXXYI — XXXIX geben Beziehungen zwischen Secanten- 
coefficienten und Tangentencoefficienten; durch specielle Annahmen (^ = 
oder 1, r s=s oder 1 u. a.) gelangt man zu Formeln, die in den §§ 2 und 4 
entweder direct enthalten sind, oder sich ausnahmslos mehr oder weniger 
einfach aus jenen ableiten lassen. Wegen ihrer Einfachheit bemerkens- 
werth ist z. B. folgende aus XXXVIQ durch A; = entstehende: 

XL a, = ^,+1 - (2r), ßr + (2r), /8,_i + ... + (-1)^ A; 

man erhält sie auch durch die Operation XV + XIV(,„+i). 

Zu yerwickelteren Beziehungen zwischen den B. Z. können wir in 
folgender Art gelangen. Wir nehmen die Annahme (9) des § 5: 

(6) «=1, w^== — -J., i^ = (— l)»"-!^,«, wa,„^x=0 m=l. 

-wieder auf. Dann ist: 



= W21W+1 — Warn = — «*am 

AWsot— 1 = W«m ^hm-l = «2m 

also: 

(7) W2m = — Awaw = Awa^-i. 

Setzen wir nun in (16) des § 5, in welcher Gleichung für w > 1 die 
zweite Zeile fortfällt. 



(8) m = 2k, n = 2r, r > 0, ä; > 
und z. A.: 

(9) 2k + 2r = s, 5 > 
so erhalten wir nach (7): 

(10) A«*%r = — Aw,— (2Ä;)2 Aw,_2— (2Ä)4 Aw,«4 — ... — Aw,_2ä; 

drücken wir nun die Glieder der rechten Seite wieder durch (16) des 
§ 5 aus, indem darin tn == und successive n = s, s — 2, ... s — 2k 
genommen wird, so erhalten wir, wie leicht zu übersehen, das Besultat : 
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und zwar ist darin: 

(12) ^a/4.1 — S (2Ä?)aÄ {8—2h)2i^^+i 



und 






(1 3) ^, = S (2*)aA («— 2Ä),_,Ä = S (2*)iÄ = 2**-^ 



Die Werthe für A^^i sind mittels (12) numerisch auszurechnen, doch kann 
für Z > Ä; die obere Grenze = k genommen werden, da die weiteren Bino- 
mialcoefficienten verschwinden ^). 

Setzen wir andererseits in § 5, (3) m = 2k, «=s2r, so ist: 

(14) A^fhr = U, + (2k)^ Us^i + {2k)^ «,_,+ ...+ Us^2k 

und vergleichen wir nun die Werthe von A**fiir in (11) und (14) mit 
einander imd setzen für die u die Werthe aus (6) ein, so erhalten wir die 
Becursionsformel besonderer Art, in welcher aber alle B. Z. von B^ bis 
B/e^r vorkommen: 

XLI A^ Bk^r-A -B*+r-l± ... + (— l)*+'^'^«*4.2,-l ^1 + (— 1)*-^-2«*-« 
= — Bu^r + {2k\ Bk^r-x — {2k\ Bk+r^<t ± . . . + (- l)"-»-* Br. 

Derartige Formeln wie diese sind in der genannten Abhandlung von Stern 
noch in grösserer Anzahl enthalten, z. B. folgende zwischen Tangenten- 
coefQcienten : 

XLn Äfe+r+l ^1 ßk+r + ^2 ßk-h-r^l + ... + (— l)*"*"*" Ak^r ßi = 

(2r)i Ä+r— (2r)3 )9^+^i ± ... + (—1)'-* {2r)^i /S^i, 

welche mittels XXXVI auch in eine Gleichung zwischen Tangenten- und 
Secantencoefßcienten umgeformt werden kann und worin: 

^, = 2 (2*)^ (2* + 2r- 2Ä)a,»2A, 





^) As—i Iftsst sich auch dnrch einen kürzeren geschlossenen Ausdruck: 

^-1 = 2«*-i (k + 2r) 

darstellen, Ag-^ u. s. w. bis Aak+i ebenfalls, doch erreicht man dadurch nur unter 
Umst&nden Erleichterung (bez. Verkürzung) der Rechnung, und wollen wir hierauf 
nicht näher eingehen. 
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also identiscli mit dem früheren Ägi+i ist; wir verweisen in dieser Be- 
ziehung den Leser auf die angegebene Quelle, woselbst auch einige 
Zahlenbeispiele stehen. 

Andere Becursionsformeln, welche schliesslich auch auf der Betrachtung 
Yon Differenzenreihen basiren, rühren von SchlÖmilch und Bauer ^) her 

m 

und sind in wenig geänderter Form, und wenn Ck die Summe der Com- 
binationen k^^ Klasse ohne Wiederholungen der Zahlen 1 , 2 , 8 , ... m 

m m 

(insbesondere Cq = 1, C;„ = w!) bedeutet, folgende: 



^jjj (im-\U^m-\)\ J:^_^ j5^ -C,l^ B^ +... + {- 1)"-» 5, 



XLIV 2fm4-U ^^ ^sm— 1 ^x — ^aw— 3 ^t ± • • • 

Der Beweis knüpft an eine independente Darstellungsweise an und 
soll an betreffender Stelle nachgeholt werden. 



§ 7. 

Algebraisohe Herleitung der in § 2 auf trigonometrische Weise 
geftindenen und einiger anderer Formeln. — Potenzenreihen mit 

abwechselnden Vorzeichen. 

Die in § 1 für die Formeln I bis IV gegebenen Ableitungen beruhen 
auf der ursprünglichen Verwendung der B. Z. zur Summation der Beihe 
Ip -|- 2^ + ... + x^' Wir wollen nunmehr zeigen, wie aus demselben Princip 
auch die Formeln V bis VIII und überhaupt alle nicht-verkürzten Becursions- 
formeln entwickelt werden können. 

Setzen wir in der Gleichung (14) des § 1, d. i.: 

(1) 1«- + 2«« + ... + a^« = g^^ + ^ + {2n\ \ x'^^^ + . . . 

2x statt Xf und multipliciren dieselbe Gleichung (1) mit 2*"+^, so giebt 
die Differenz der zweiten der entstehenden Gleichungen weniger der ersten 
folgende: 

2) _ la« 4. 2»« — 3«" + 42" HF . . . — (2x — l)«" + {2x)^ 

=-J- (2a?)«« + ^-^ (22—1) ^1 (2ä?)2«-^ — ^-^ (2*— 1) ^2 (2a?)2«-» ±... 

^ + (- 1)"+^ (22'»— 1) Bn (2x), 

^) Siehe § 11 am Ende. 



l 
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Andererseits ist die linke Seite eine arithmetische Reihe 2n — 1^° Grades 
mit dem aUgemeinen Gliede: 

(3) T^ = (2x)^ — {2x— 1)«« = (2n)i (2«)««-i — {2n)^ (2«)*»^2 4. _ . 

+ (2«)a»-i (2x) — 1 

und daher, wenn in (3) ^s=:l, 2, 3... x gesetzt wird, gemäss der 
Gleichung (14) des § 1 (oder (1) hierselbst) und (15) des § 1 oder: 

(4) ia»+i + 2*»+^ + ... + ^*''-^^=^ + ^ +(2n+l)i§-a:2«+... 



+ (-1)»+! ^ B, x^ 
die linke Seite von (2) oder die Summe von T<p gleich folgendem Ausdruck: 

(5) 2 2':» = (2«)i 2*-^ £ + 2*-« ((2nX - ^) aj»»-i + . . . 

+ (- 1)" y {(2«— 1\ 2*"-i 5„_i — (2»— 1), 2*-3 5„_2 + . . . 
+ (—1)»-» (2«— 1),„_8 2» 5i + (— l)»-! 2(2«— 1) + (—1)» 2| X» 

+ (—1)"+^ {(2»)2 2*«-» Ä,_i — (2n)„ 2»»-* J5„_2 ± . . . 
4. (_l)«-2 (2n)ä„_, 2« B^ 4- (—1)"-! (2«)j,_x + (—1)». l} x. 

Vergleicht man die (üoefficieiiteii von x* und von x mit denen auf der 
rechten Seite von (2), so erhält man die Gleichungen: 

(6) (2«— l)i 2 w-i Bn-i — (2»— 1)8 2»"-8 5^2 ± . • • 
+ (-1)"-» (2«— l)a„_, 28 £i + (-1)"-^ 4(«-l) = 0, 

(7) 2(2«»— 1) B„ — (2«)j 2«»-» J8;_i + {2n\ 22—* 5„_2 + . . . 

+ (-1)«-! (2nV_, 2* J8i + (—1)« (2m— 1) = 0. 

Von diesen geht (6) für w = w + 1 >iach Division durch 2 in V über, 
und (7) ist (für w = w) identisch mit Vm. 

Setzen wir femer in (1) a; = 2, und multipliciren mit 2n + 1, so 
erhalten wir, wie leicht zu übersehen, die Gleichung: 

BüV 2(2n + \\ B„ — 2^ {2n + 1)« 5„_i ± . . . 

+ (-.l)n-i 22«-i(2n+l)a„_i ^1 + (- 1)» |2w(22''-i+l) + 1— 3 . 22«-i| =0. 
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Diese Meyersche Gleiclmng (s. die nächste Anmerkung) ist insofern interessant, 
als sie mit I und Y zusammengehalten aussagt: 

Wenn man in I die Glieder mit den bezüglichen Potenzen von 2, 
nämlich 22»», 2^^^, 2»«-*, ...22 multiplicirt oder durch dieselben Grössen 
dividirt, so erhält man von den B. Z. freie Ausdrücke. — Macht man 
die Operation 

^ T^ 23n+i ^^f 

SO erhält man folgende Gleichung: 

(8) (2n + 1), (2- -l^y B„- (2n + 1)3 (2»-i _ ^)' £„_i + . . . 
+ (-1)"-^ (2n + l)a„_i (2-I) B, + (-1)» (2» + l) 2^^ = 0. 

Ziehen wir die Gleichung XLV von der durch 2 getheilten V ab, 
so erhalten wir: 

XLVI 2(2w + l)i (22'»-2_i) ß^_ 23 (2n + 1)3 (22«-«— 1) Bn^i ± . . . 

+ (-1)»-! 22»-i (2n + l)a„-i (22-2n_i) ß^ 
4. (_ 1)« /g . 22«-i — 1 _ w (22« 4. 1)| = 0.1) 

Man kann diese Gleichung auch, wenn man gerades und ungerades n 
unterscheidet, in der Form schreiben: 

für gerades n: 



n 



XLVII, 2(2n+l)i (22«-2_l) (B^ + f B^) 

- 23(2w+l)3 (22»-6-l)(^„_i + "^ B,) ± 



+ (_1)V 2-1 (2n+l)„_i (22-1) (^„ ^^ + ^ ^„) 
+ h . 22«-i— 1 — w (22'»+l)| = 0, 



^) Die Gleichungen XLV und XLVI sind von G. F. Meyer in seiner Dootor- 
dissertation (Göttingen 1859, Gleichungen (24) und (20)) aufgestellt worden. Er 
leitet darin nach einem von Stern angegebenen Princip (vgl. dessen Abhandlung 
zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen in den Abhandl. 
d. Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen Bd. 28, 1878) die bekannten Gleichungen 
für die Bernoullischen und die Eulerschen Zahlen ab und entwickelt eiaige neue 
Formeln. — Wir könnten ebenso gut in (1) oder (4) a? = 3 u. s. w. setzen und 
würden dadurch beliebig viele Formeln, die jedoch kein besonderes Interesse be- 
anspruchen können, erhalten. 
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für imgerades n: 



XLVnb 



28 



2(2n + l\ (22«-2_i) (Bn—nB^) 

n— 1 



(2w+l)3(2«»-6_i)(ß^^,_ 



2~^2 



] ± ... 



+ (- 1)V 2«-2 (2n + 1)„.2 (2*— 1).(5«+3 — ^ ^n-i) 
— Is . 22»-i _ 1 — w (22« + 1)| = 0, 
so dass also in XLVIIb die B. Z. J^^+i nicht vorkommt. 



2 



Setzt man in (4) a? = 2 und multiplicirt mit 2n -\- 2, so erhält man 
nach Theilung durch 2: 

XLVni 2(2 w + 2)2 5„— 23 (2w + 2)^ J?«^i ± . . . 

4. (_ i)«-i 22«-i (2w + 2)2„ B^ + (—1)« in {2^'' + 1) — (2*"— 1)1 = O.i) 

Die Gleichung VI folgt durch die Operation Vin + n(„,_i); hingegen 
ist VII nicht so einfach abzuleiten, sondern wir bedürfen dazu der Mac- 
Laurinschen Sunmienformel. Setzen wir nämlich dann (§ 3 Gl. (15)) 



(9) 



f{x) = xP, a = 3, Ä = 4, & = 4 ^ + 3 = y, 



so erhalten wir: 



(10) 4 {3p + 7P + IIP + ... + y''}=[f5i]3 + ^'^ + ^) 

+ {P)i 42 §- (yP-^-SP-^) - {p\ 4* ^ (yP-3_3p-3) + . . 



oder wenn wir kurz: 



(11) 



SP + 7P + 11P + .,,+yP mit ZyP 



bezeichnen und die von y unabhängigen Glieder in (10) durch das Zeichen C 
zusanmienfassen : 

(12) 2r = i^ + f- + 4(p)i f 2^''-i-43(i,)3 ^ yP-» ± . . . + C 
und insbesondere für p =: 2m und ^ s= 1 : 



^) Auch diese Gleichung findet sich in der Meyer sehen Dissertation und 
fahrt in Verbindung mit VIII auf andere der dortigen Formeln (Gleichungen (23), 
(19) und (21) a. a. 0.). 
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(13) ^'y*"«!^:^ + V + 4(2»»)i |^y*»-^-48(2m), ^» y*-« ± . . . 

+ (— l)'"+i4«'— i5„y + Ci, 

(14) 2y=|* + |- + C,, 

worin C^ und Cj von y unabhängige Zahlen sind. Von diesen Formeln 
werden wir demnächst Gebrauch machen. 

Multipliciren wir erstens die Oleichung (1) mit 4*'»+i, setzen zweitens 
in (1) 4x statt x und ziehen die entstehenden Gleichungen von einander 
ab, so erhalten wir: 

(1 5) (1 2'»+22»+32«-3.42«)+ . . . +((4ir— 3)2«+(4ic— 2)2''+(4ic-l)»«-3(4ic)«'') 
= - {f (4a;)«"+(2n)i (2*-l) f (4a?)2'-M2n)8(2«-l) J (4xy-^ ± . . . 

Setzen wir nun, um Potenzen von 3 in den Formeln zu vermeiden: 

(16) 4a; — l=y, 

so wird das allgemeine Glied der linken Seite von (15): 
(1 7) (4a?-3)2"+(4a?-2)2»+(4a7-l)»»-3(4i»)2«= (y-2)2''+(y-l)2»+y2«-3(y+l)«» 

HF ... + (2n)2„-2(22'»-2_2)y2_(2«)a^j(2a»-i + 4)y + (22»-2). 

Die linke Seite von (15) verlangt nun, dass wir die rechte Seite von (17) 
Summiren, d. h. darin a? «= 1, 2, 3, ... x oder y = 3, 7, 11, . . . y setzen 
i^id addiren sollen; da nun y in (16) dieselbe Form hat, wie in (9) (man 
brauchte eben nur in (16) x=iq-\'l zu setzen), so sind zur Summation 
die Formeln (12) bis (14) verwendbar; wir wollen jedoch nur den Coeffi- 
cienten von y bilden; ein solches Glied existirt nur, wie (12) zeigt, wenn 
p gerade oder wenn j> s=> 1 ist. Da nun noch 

2'l=x=|- + i 

ist, so erhalten wir als den verlangen Coefißcienten Ei von y folgenden 
Ausdruck: 

(18) £i = (— 1)» {(2»)j (22-2).2«'-6 JB„_i - (2«)4(2*-2).2*'-io^,_j ±... 

+(_l)»-2(2n)j„_,(2«-2-2)2*5i+(-l)»-i(2«)»»-i(2»-'+4).i+(-l)»?^} 

= (-1)" P, 
wenn die Parenthese mit P bezeichnet wird. 

Saalschutz. 4 
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Der Coefficieni von y auf <l^ rechten Seite von (15) Ef ist, vom 
ix^B^y -^-l gesetzt und die !Beihenfolge der Glieder umgekehrt wird: 

(19) Er^ir-iy {(2*»-l)B«-(2»),(2*— *-l)5,_i+(2n),(2*— 8-l)Ä,^,q:... 

+ (- 1)"-^ (2fi),,_, (2*- 1) Bi + (— 1)-' i . (2f»)^_,} 

-(-l)-ft ■ 
wenn die Klammer mit Q bezeichnet wird; wir baben also die öleichnng: 

(20) Ei = Er 

welche sich noch vereinfiachen läs^t. Wir fahren die Abkürzungen: 

r— (2»), 2*«-*^».i— (2«),2*»-«^„.2±... + (-ir(2n)ju-22*A 

(21) { JS:=(2n), 2»»-25^^^ _(2n),2»-*J?,.2 ±... + (-l)"(2n)2«-a2«A 
L^{2n\ B„^i — (2n)4 B^2 ± ... + (— l)** {2n)^n-% B^ 

ein, Yon denen wir Y als Unbekannte betrachten, während K vermöge (7) 
und L vermöge Ii(n-^i) (in § 1) sich besthnmen: 

(22) ' ^^ 2:(2»«-l) B„ + (-1)» (2n- 1), 



iÄ:«.2.(2>»— 1)P„H 
VZ = (-1)- (n-1); 



damit wird: 

(23) P = 2««-« ^ — -^ r + (— 1)»-» «(2*'—» + 4) 4- (— 1)» ^— 

= 2»"-' (2»«— 1) B„ + (-1)»-» (4n + i) — i T; 

(24) $a=(2*»— 1)5„— r+i + (— 1)»-V3« 

= (2*»— 1) B„ — r+ (—1)»-' (2« + 1). 

Durdi Gleidisetzong der Ausdrücke (23) und (24) folgt: 

(25) r— (2»»— 1) (2» + 2) B„ + (~1)» (4n— 1) 
d. L gem&ss der Erklärung in (21): 

XLIX (2««— 1) (22''+2) B„—i2n\ 2*«-*^„_i + (2«)^ 2*"-« £„_, :f . . . 

+ (— l)«-»(2n),„_, 2* B^ + (-1)» (4»— 1) — 0. 
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Ziehen wir von dieser Gleichung noch (7) ab, so entsteht genau die 
Gleichung VH in g 2.1) ^ 

Da nun sSmmüiche Becursionsformeln, in denen die 6. Z. vollzählig 
und einzeln (nicht in Producten) vorkommen, wie an den betreffenden 
Stellen bewiesen worden ist, sich aus den Gleichungen I bis VULl mittels 
einfacher Operationen (Addition , Subtraction und Substitution von m ±, 1 
statt m) ableiten lassen, so können wir behaupten, dass alle diese nach 
einfachen algebraischen Principien (ohne trigonometrischer Formeln 
zu bedürfen) entwickelt zu werden vermögen. 

Wir knüpfen noch einige Formeln an die Gleichung (2) an, indem 
wir fragen, wie deren rechte Seite sich ändert, wenn die linke mit einer 
ungeraden Zahl schliesst. Bei den Gleichungen (1) und (4) ist einfach, 
wenn man um ein Glied weiter gehen will, x -i- 1 statt x zu setzen; bei 
der Gleichung (2) aber und der entsprechenden mit 2n -|- 1 statt 2n bedarf 
dies noch einer besonderen Untersuchung. Ziehen wir in (2) beiderseits 
(2ic+l)^ al>? ^^d setzen: 

2a:+l = y, 
80 erhalten wir: 

_l*.-f2W + ,.. + (y_l)2»_y*«=_y*.-14(y_l)2» + (^(22_l)5i(y-l)«»-l 
_(M(24_l)£j(y_l)».-»+ ... +(_l)»+l(2!»_l)5„(y— 1). 

Die rechte Seite beginnt also mit — ip^; sammeln wir femer die Glieder 
mit y*"~** und y»«— >*— », so ist der Coefficient des ersteren: 

i (2n)2A — (2n)i {2n—l)u-i ^ ^i + (2»»)3 (2« - 3)2*-3 ^B, + . ... 

+ (—1)* (2«)2*_i {2n~2k+l\ IgJT -^* 
d. i. mit Benutzung der leicht erweislichen Identit&t : 

(26) (fl)r ifl—r)H-r = (/*)* (Ä)r 



^) Summirt man die linke Seite von (15) direct nach x und vergleicht die 
beiderseitigen Coeffidenten von x, so gelangt man zu der Gleichung: 

L (2««— l)(2*« + 2)-Bn— (2»)2 2*»-*82^„„i + (2w)4 2*«-« S^B„^2 T ... 
-j. (—1)»-! (2n)an_a 2*. S^^-^ B^ + (—1)» (4n— 3) . 32«-i = 0, 

aus welcher mittels XLIX auch noch B^ eliminirt und dann n-|- 1 statt n gesetzt 
werden könnte. — Man könnte auch noch in (15) nach Substitution von y die 
Coefßcienten von y* vergleichen, und auch noch mit Gleichung (4) ebenso ver- 
fahren, wie es hier mit Gleichung (1) geschehen ist; doch wollen wir uns dabei 
nicht weiter aufhalten. 

4* 
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(wobei yu eine beliebige Zahl sein kann, h und r aber positive ganze 
Zahlen sind), wenn 

^ ==: 2n, Ä — 2*, r = 1, 3, . . ., 2k — 1 
gesetzt werden (bei umgekehrter Anordnung): 

•=(-l>*^{(2* + l)i (2**-l) 5*-(2*+l)3 (2«*-*-l) B,-i ± ... 

± (2* + l)2t-i (2«- 1) 5i T ^}, 

und dies ist mittels einer durch die Operation (Y — I)(a) entstehenden 
Gleichung Null. Desgleichen ist auch der Coefficient von y^ NulL 
In ahnlicher Art findet man den Coefficienten von y2ii— 2ä— i. 

= (- 1)* (2«)^+i { \j^^2 **+i - (2* + 1), ^är -»* ± • • • 

±(2Ä4-l)«*^5iTi} 

= (-1)* ^^^ {(2«*+»-l) £*+!— (2*4-2), (2«*-l) Pa- ± . . . 

±(2fc+2)8t(2«-l)£iT(* + l)} 
d. i. gemSss Vlf^t^j): 

QU+t I 

= (-l)*+M2nWxi2^P*+i 
und somit: 

- (2n)3 ?^ B, y^--^ ± ... + (— l)'»+i (22«— 1) 5„ y} 

y = 2a? + 1. 

Wird 2n -j- 1 statt 2n gesetzt, so erhält man zunächst an Stelle von (2) 
ohne Schwierigkeit: 

(28) — 12«+1 4- 22«+i HF ... — (2a?— l)2"+i 4. (2a?)2"+i «x i(2«)»»+i 

4- (2t* + 1)1 ^ ^1 (2^)2« T . . . + (-1)"+^ ^ (22»-l) ^1 (2a;)* 

und hieraus in ganz ähnlicher Behandlungsart wie oben, wobei, £eJ1s wieder 

2a? + 1 = y 

gesetzt wird, ausser y*"+i nur gerade Potenzen von y einschliesslich y^ 
vorkommen : 
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(29) — 1 »»+1 + 22«+! =F . . . + (y — 1)^+^ — y *•+' 

+ (-l)-i (2« + lV_x ?^ 5„ y'} + (-l)»-».2 ?^_^=1 £,. 



/»Uli + (2n + lX ^^ B,y*- + ... 



Nun kann man die Gleichungen (2) und (27), sowie (28) and (29) zu- 
sammenfassen, wobei y sowohl eine gerade wie eine ungerade (ganze positive) 
Zahl bedeuten kann, indem man schreibt: 

(30) !•» — 2*» + 3»" — 4»»±... + (— l)H-iy«» 

. = (- 1)*+» {i y*- + i2n\ ?^ B^ y«-> - {2n% ?^ B, y«"-» ± . . . 

+ (— l)»+M2»--l)Ä,y}, 

(31) 1»"+» — 2«»+i + 3«"+i — 4»»+i ± . . . + (— iy>+^ y*'+» 

= (_l)y+l || y»»+l 4- (2„+l)j ?!=! Bj y»»_(2»+l), ?^ £, y2«-» ± ... 

+ (-1)«-! ?!^ (2»--l) Bn y» + (-1)» ?^^ JB^i} 

Biese Formeln finden sich (in anderer Art abgeleitet) bei Enler im 2^° Theil 
des Calc. diff., cap. YII § 184. Wir werden yon ihnen (abgesehen von 
ihrem eigenen Interesse) später Grebrauch machen. 



Zweiter Abschnitt. 

Unabhängige Darstellungen. 



§8. 



Die Formeln von Eytelwein und Li^plaoe; 

Die ersten, Formeln für die unabhängige Darstellungsweise der B. Z. 
rüliren von Laplace und Eytelwein her. Dieselben sollen, hier mittels 
Modification eines Eni ersehen Gedankens ans einem und demselben Prindp 
abgeleitet werden.. 

Nach Aufstellung der Gleichungen § 7 (30) (31) und. nachdem er noch 
bemerkt hat, dasa bei einem gerade Exponenten die rechten Seiten für ein 
gerades oder ungerades y sich (der Form nach) ^ mir durch das Vorzeichen 
unterscheiden (während bei einem ungeraden Exponenten noch eine von 
der Natar derW y unabhängige Conlnte hinzukonunt). «hrt Eulert) 
folgenderbiaa8sen< fort: ^ 

„Wenn also y eine unendlich grosse Zahl wird, muss, da diese weder 
paar: noch impaar' ist, diese Befrachtung (d. h. Unterscheidung) äufhörcöi, 
und' es^'i^nd daher in der Sunmie' die zweideutigen Glieder .^ entjeirn^ 
woraus folgt, dass die Summe von Reihen dieser Art, weim sie bi0 in's 
unendliche fortgesetzt werden, durch die alleinige hinzuzufugende Constante 
ausgedruckt werden. 

„Deshalb wird sein: 

1 — 1 -|-1 — 1 +^-s. w. in infinitum = ^ 
1_2 +3 —4 + 



l_2« + 32— 4« + 
1 — 23+33—434- 
l_24 + 84— 4* + 
l_2ß+3ß— 45 + 
1 — 26 + 3«— 4« + 
l_27+37 — 47 + 



2«— 1 



Ä 



= 



2*— 1 



= — =^-^Ä 



2 



= 



6 



'8 



= 

2«~1 
^ B, 



u. s. w., 



^) Calc. diff. II, cap. VII § 185. 
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^ncb werden dieselben Summen durch die oben angegebene Methode, 
Beihen, in denen die Zeichen -|- und — abwechseln, zu summiren, ge- 
funden."^) 

Diese Schlussfolgemng Eulers wird jetzt Niemand als ausreichend 
ansehen können, trotzdem darauf aufmerksam zu machm ist, dass er an 
einer früheren Stelle^ die Summe der links stehenden schliesslich zwischen 
iinendlichen Orenzen oscillirenden Beihen so erklärt, „dass sie den Werth 
des endlichen Ausdrucks, aus dessen Entwicklung die vorgelegte Reihe 
folgt, bezeichnet'^ Trotzdem wftre es schade, ihre Resultate kllen zu 
lassen, da sie in einfacher Art zu sonst weniger leicht zu gewinnenden 
Formeln ftir die unabhängige- Darstellung «der B^ Z. fähren. Wir wählen 
daher folgende unanfechtbare Darstellungsweise. 

Sei y eine positive ganze gerade oder ungerade Zahl, v eine beliebige 
teelle Grösse und ^^(i;) dui'ch diö Gleichuüg definirt: 

(1) y(,)«.(_i),+i_^ + _^; 

dann ist: 



und 



^(.j = (-l)H-i|^ + i^ 



Jetzt wollen wir 



(3) : { 






u. s. w. 

1 



and: 

(4) ?'(»')= (1+.). 

setzen. Damit nimmt Gleichung (2) die Form an: 

dann folgt weiter: 



^) Auf den letzten Passus kommen wir später züräck. 
^ ib. cap. I § 9. 
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und dann schliesst man durch Indnction leicht weiter , dass V'^VC^) ^^ 
Form haben muss: 

(5) vM») = (-1)^+^ ^ '^""'^"^ ""ä'+.ipVt "^ "^'^ + V- V(f), 

worin ^o ^i % • • • %» ganze rationale Functionen p^^ Grades von y sind. 
Nun ist aber (nach der Erklärung in (1)): 

xp{v) — \—v 4- v« — t;3 + . . . 4- (-:^l)y+i i;y-i 

r V V'W = J; (t?V(t?)) = 1 — 2t; + 3t>« — 4t?3 ± . . . + (— l)y+i yoif-l 

(6) I VVW = 1 — 22|;+32i?»— 4M±... + (— l)y+^ y2 ^-1 

V VV(t?) = 1— 2Pt;4-3Pv2—4^f;3 ± ... 4. (—1)^+1 yP t^"^ 

folglich nach (5): 

(7) l-.2Pt;+3Pi;2 + ...+(-l)y+V^"^=(-l)^+^«^^^^^^^^^ 

Hierin setzen wir t? = 1, dann wird «/o^ + ijit?**"^ + •••+%> ©i^e 
ganze rationale Fimction p^^ Grades von y und somit, wenn a^ % . . . Op 
Constanten, d. h. von p abhängige Zahlen bedeuten: 

+ [V*" VC«')],«!- 

Schreiben wir nun aber in § 7 Gleichungen (80) und (31) p statt 2n 
oder 2n-|-l und verstehen unter \ \ ... hp von p abhängige Zahlen, 
deren Bedeutung aus den dortigen Gleichungen leicht zu entnehmen ist, 
und setzen ausserdem: 

_ j (- 



(9) c = ^ ^""-^^ ^ p+l JVh . . . för ungerade i?, 

[0 fär gerade i>, 

so erhalten dieselben die gemeinsame Form : 

(10) lP-2P+3P-4P±... + (-l)y+lyP=(-.l)y+l|&^yP4-5^yP-l+...+6^^^^ 

Die Gleichungen (8) und (10) gelten (bei festgehaltenem p) für jeden posi- 
tiven ganzzahligen Werth von y, folglich gilt für dieselben Werthe eben- 
falls die Gleichung: 
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(11) (-i)y+» {(oo-fto) y' + {<h-h)y^' + -- + (ap- bp)} 

Setzt man hierin y = 1, 8, 5, ... 2p + 1 und z, A. [V VK")],«! = <^pi 
so hat man: 



i%—h) + 



^ (»0— ^o) + 



(Ol— 6i)+ iai—h) + -- 

+ i«p-^p) + (^P-Cp) ^ 

BP-i (o^ — &i) + 3»^» (o, — ft,) + . . . 

+ K-&p) + («*p-Cp) -= 



(2i>+l)P(ao— 6o) +(2J>+1)^* {<h—h) + (2p + l)^»(a,-6,) + ... 

+ («P— V + (<*,- Cp) — 

folglidi, da die Determinante Z±l 3p-* 5p-» ... (2p — l)il nicht yer- 
sch'windet^): 

«0 — *o = 0) <h—h ^0, ... a^i—bp^i = 0, und (etp — 6,) -|- (dp — c,) = 0. 
Setzt man nun noch in (11) y=a:2, so ergiebt sich 



also ist: 



— («p— ftp) + i^p—Cp) = 0, 
■0, dp — Cp = 0, 
folglich mit Bücksicht auf (9): 



Op—hp 



[v'"-V(.')U=.(-i) 

(12) |[V'"-'?'(«')]_1 = 



=. (— l^»-i ^lLhI b„ = (— !)• 



2n 



1—1 Z^» 

2«» 



9^») = 



(!+«)»• 



^) Der Werih einer Determinante von der Form: 



«0 *o 



«ol 



OCj^ flt^ . . • OCj 1 



«p 0^ . . . or 1 



ist: (oo — «i) («0—«») ••• («1 — «2) ••• (««-i^aJ- 



1 
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Von diesen Gleichungen gehen wir nun aus. Dabei lassen sich die linken 
Seiten in zwei wesentlich verschiedenen Formen darstellen, je nach der Art,' 
wie ^^(p{y) entwickelt wird. 

I. Unabhftngig von dem speciellen Werthe der Function q){y) ist: 

^v) = (p{v) 

( 1 3)a < V V W *^ ?^(^) + ^ ^'^ "1" ^^ V^ 

\^^g>{v) = ^(t;) 4- 1 5 iHp'v + 25 1; V'^ +10 v^q)'"v + v^(-^h 

und desgleichen im allgemeinen Ausdruck: 

p p 

(1 3)|, - V''?^^ = fl^W + ^ VW + ^2 v^(p*\v) + . . . 

+ Cp_i vP-^ (p(JP-^) (y) + vPq)^) (v) 



so dass also: 



11 p p 



j ^Q ^0 ^1 *» ^0 ^p 1 

(14) <( 

|23 3 4 4 4 

1^(^ = 8; c^ =s 7, c^ = 6; c^ = 15, Cg SS 25, CgszzlO; 

p-f-1 p J» 1» 

um allgemein c^ mittels einer recurrirenden Entwicklung aus Cq c^ ... Cp 

zu erhalten, wenden wir die Operation V ^^^ 0-^) ^och einmal an und: 

erhalten dadurch sehr leicht die Becursionsformel: 

H-i p p 

(15) c^ = (Ä + 1) Cj^ + Ck-i. 

Wir können nun aber statt der Grössen c^ andere einfuhren, welche sich 
unabhängig oder abhängig von einander berechnen lassen und öfters in der 
Analjsis vorkommen; diese werden durch die Gleichung definirt: 

(16) i = *P — ik\ {k-iy + (Ä)j (Ä- 2)P T . . . + (- 1)*-' (*)*-! 1". 

Hieraus: 

p p 

«0 = 0, «1 = 1 

tmd weiter: 

2 3 3 4 4 ' 4 

«2 = 2; «2=6, 08 = 6; «2 = 14, ag = 36, «4 = 24; 

5 5 5 5 

«2 = 30, «3 = 150, «4 = 240, «5 =: 120; 

A ß P S^ i\ 

«2 = 62, «3 = 540, «4 = 1560, %= 1800, o^ = 720. 
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Fügt man zur rechten Seite von (16) noch die nichts geltende Grösse 
( — 1)^ (k)/^ Op hinzu, so sieht man, dass nach dem Arndtschen Satze 

(siehe S. 38) 

p 
f ür Ä > i> : aA = 



p 
ist. Bildet man femer a/c^i, so ist: 



a,+ a*., =F - {k—l\ (k^l)P + (k—1), (Ä-2)P + ..: 



also: 



p p p-fi 

kiau + a*_i) =*H-^ - ik\ (*— 1)^1 + (*), (*-2)P+i T ... = a;t ; 

folgHdii: 

p+i p p 

(17) aifc — Ä?(aÄ-i H-aifc), 

welches die gewünschte Becnrsionsformel ist. Aus derselben ergiebt sich 
fftr * = !> + 1: 

p+i p 

und folglich: 

(18) aj,=^pl 

p p 

Jetzt ffihrt der Vergleich der Zahlen cjt mit a/e zu der Vermuthung, - dass 

^}^^ ''*="(ifc + l)!' 

welche als richtig erkannt wird, wenn man in (15) die aus (19) folgenden 

p p p+i 
Werthe für c^, Cjt^i, Cje einsetzt und dadurch die Entstehung der Gleichung 

(17) bewirkt. 

Somit witd die Gleichung (13): 

^P(p{v) = (p{v) + ^ vg>'(v) + 1^ t,29>-(t^) + . . . 

4- -^ vP-^ ^^/>--i) (v) + vP (p^P> V. 
Setzen wir nun för q)(v) seinen speciellen Werth 1 : (1 -j- ^)^ so dass 



^*)(«)=.(_l)*;. 2,3^^1) 
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so erhalten wir nach (12) 

an— 1 an— 1 an— 1 an-«-i a«— 1 

LI (—1)»-^ ^„=2«"-« Ol — 2»»-» Og + 2*'-*as + ... — 2aa„_« + «»,-1 

an an an an an 

LI^ = 22"-iai — 23«-2^2 + 2a""*«3 + •• + ^a^n-^i — a^^ 

Die erste dieser Formeln ist also eine unabhängige Darstellungsart von 
ß„ und somit von B„ und ist zuerst mittels Differenzreihen von Eytelwein^) 
aufgestellt worden. 

n. Für den Werth aus (4): 
folgt nach den Erklärungen (8) durch directe Ausrechnung: 

VyC) -({^^. • 



1) Abhandlungen der Akad. d. Wissensch. zu Berlin Jg. 1816 — 1817 Mathem. 
El. S. 28: Über die Vergleichung der Differenz-Goefficienten mit denBemoulli- 
sehen Zahlen. Die Gleichung LI ist identisch mit form. (67), die LI^ mit form. 
(69) bei Worpitzky, Studien über die Bemoullischen und Eulerschen Zahlen, 
J. f. Math. Bd. 94 (1888), S. 208, welchen Aufsatz wir später nur mit dem 
Namen des Autors citiren und in § 12 näher besprechen werden. Nimmt man 
in (7) zuerst v als positiven echten Bruch an , setzt dann y = oo , wodurch das 
Ite Glied auf der rechten Seite verschwindet, und behandelt dann 

Um (l'' — 2^ + S'' — 4^^ ± . . . in infin.) 

nach der von Euler zu Beginn von Cap. I (a. a. 0.) gegebenen Regel, so gelangt 
man nach Einsetzung der Werthe von [V''?^(^)Ji,«i ^^ (^^) ^^ ^^' Formel: 

p+i J»+i H-i i»+i 

2P^_ 2P-1-J + 2i^-2^+... + (-l)P^ 

( — 1) * ßp^i . , . p ungerade 

p gerade 

welche mittels (17) sehr leicht in die Gleichungen LI und LI^ umgeformt werden 
kann. — Jedenfalls ist aber die im Text befolgte Methode als die strengere zu 
erachten. 
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I>ie8e Ausdrücke legen die Yermuthung nahe, dass allgemein sein wird: 

I (l+t?)»*+* 

(20){ ^ ^ 

_ 1+fi v+ Cj v^+..,+ C k v^+^-^,., ^C ,v^'-^ — C , v^^v^+^ 

Die Bichtigkeit dieser Annahme lässt sich am einfachsten in folgender Art 

beweisen. Es sei: 

1 
IT =» — 

und es möge far eine gewisse Klasse von Functionen f(v) die Gleichung 
bestehen: 



(21) fof{w) — vf{vy 

dv 



Differentüren wir diese Gleichung nach t;, so ist wegen: -r- «=» — w^ und 



nach den Bezeichnungen (3): 

(22) - w^^nw) == Vfiv) 
oder mit v multiplicirt: 

(23) —w^m =t;V/'W. 

Möge femer für eine andere Klasse von Functionen die Gleichung 

(24) — wF{w) = vF{v) 

gelten, so folgt wieder durch Differentiation nach v: 

(25) w^^F{w) = ^F{v) 
oder 

(26) w^F{w) = v^F{v) ; 

aus der Gleichung (21) folgen also (22) und (28), aus (24) folgen (25) 
und (26). Nun ist: 

folglich gilt für f{v) = q){v) die Gleichung (21) und daher nach (23): 
also gilt für F{v) = ^(p(v) die Gleichung (24) und deshalb nach (26): 



62 
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d. i. Gleichung (21) für /(t?) = ^^^(v) ; in dieser Art folgen nach und 
nach die Gleichungen: 

— M)^^q){w) = v^^q){v) 

u. s. w. 
oder wenn man die Formen (22) und (25) benutzt : 

und zusanmiengezogen : 

für gerade p 
fwc ungerade p. 

Nun ist ohne Weiteres zu erkennen, dass ^^<p{v) die Form hat, worin 
Oq Ci . . , Cp Constanten bedeuten : 

(28) ^^(v) = ^+^^+^^^'+'" + ^^»^^^ + ^^^^~'+^*^ . 

V I ^ . ^ 

Also ist nach (27) 

(l+tt?)'+» * f^+« "^ (t?+l)j»+« 

folglich : 



(27) € . w^P<p{w) = VM^)» 



^(+1 fQ] 
\— 1 fö] 



d. h. für gerades p 



(29) 



'0 



^p— 1 — ^1 



2 



+ 1 



2 



2 

*£- 

2 



Cp — ß Cq 




Cp-1 = «^1 




u. s. w. 




s p: 


für ungerades p: 


« 


Cp— — Co 




m 


1 


• 

Cp+1^ — Cp-i 



2 



2 



womit der verlangte Beweis geführt ist. 

Um nun aber die Coefficienten im Zähler von ^P(p{t^) nach und nach 
berechnen zu können, hat man die Operation V ^ ^^^ Gleichung (28)^ 
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p 
worin c^ dnrch Ch zu ersetzen ist, noch einmal auszuführen und gelangt 

dann gemäss der Gleichung : 

unschwer zu der Beziehung : 

(30) S = (A + 1) 4k — (i? + 2 — Ä) Ca_i 

welcher noch die Bemerkungen hinzugefugt werden können : 



^4-1 p p+i 

<^ 2 ' ^^ *^^ ^^ — ^ 




tind sodann (nach (29)): 




p p p+i p+i p+i 
für ungerades 1): C^ y^ = — Ca, (7p+i /, = Ca, C^+i = 


-(p+3)4.x 



2 2 

für gerades i>: Cp^h= ^a, Cp+i^^ = ^a- 
Die ersten dieser Zahlen sind: 

(31) 4=1, 4=- 1; 4)=i, 4=-4; 4=1, 4=-il; 

4 4 4 

Co=l, Ci=— 26, C2=66. 

Dieselben hängen nun wiederum mit anderen öfters vorkonmienden Zahlen 
zusammen. Die Definition der letzteren ist: 

(82) i^«=Ä^-(jH-l)i ik-iy+ {p+l)t {k-2)P+... + (-l)*-i(^l)t_, IP. 
Fügt man noch die Gleichung: 

(33) I,+i^(k+l)p-ip + l\kP + {p + l), {k—l)PT... 

+ (_i)*-i(p+i)*_i 2p+(—iy{p+i),ip 

hinzu, multiplicirt (32) mit p -{-1 — k, welches man für die einzelnen 
Glieder in der Art theilt: 

p + 1 — k={p + l) — k=p — (Ä — 1) = (i? — 1) — (Ä — 2) u. s. w., 
und Gleichung (33) mit Ä + 1, wobei: 

& + 1 = (Ä + 1) = (ÄJ — 1) + 2 = (ÄJ— 2) + 3 u. s. w., 
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so wird: 

- *H-' + (l>+ l)i (t_l)H-i_(|,+ 1), (*-2)P+t ± ... 

(Ä+1) X+i=(*+l)P+'-OH-l)i *P+'+(lH-l), (&-l)P+»-(lH-l)8 (*-2)H-i±. .. 

- (i,+l) fcP + 2(j>+l), (*— 1)P - 8(i)+l)8 (*— 2)P ± ... 

Addiren wir, so zerstören die erste und die vierte Zeile einander, und die 
Summe der 2**«^ und S*«"^ ist: 

(Ä + l)P+i _ (P+2X Ä^+i + (p+2), (*— l)M-i _ (^+2)3 (* - 2)P+i ± 

p+i 
also = A/c^i und somit haben wir: 

p+i p p 

(34) ^^+1 = (P + 1 —k) AM + ik + 1) ÄM^v 

Aus (32) folgt: 

(35) A) = Ö ii = 1 
und nach dem Arndt sehen Satze: 

(36) A^ = Bik^p+l, 

somit aus (34) fäi k = p: 

P+i p i>— 1 1 

(o7) '^p-l'i '^ '^ *^ -^p^i ^^^ • • • ^^^ -"1 ^^ !• 

Die Gleichung (34) folgt aber auch aus (30) (mit p — 1 statt p)^ wenn man: 

p i»+i 

(38) 0)t=(— l)*^*+i 

setzt und da noch nach (35) und (37) 

2 2 

-Aj ^= 1, ^ =^ 1 

und aus (31): 

1 1 

^o = ^> Cj = — 1, 

welche Werthe die Gleichung (38) erfüllen, so ist letztere überhaupt richtig. 
Mittels derselben und aus der für gerades und ungerades p geltenden: 

(39) Cp^,^{^1)pCh 
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folgt dann: 

oder mit p statt p -{-1, h statt h-{' 1: 

(40) i+i-/i = X, 

welche Gleichung also fiir gerades oder ungerades p gilt. 

p 
Einige Werthe der Zahlen Af^ sind: 

12 3 3 4 4 

^1 = 1; -4i= 1; ^1= 1, -4.2 = 4; ^^ = 1, ^3 = 11; 
^1 = 1, X= 26, ^3=66; ^1 = 1, ^2 = 57, ^3 = 302; 

ii = l, ig = 120, i3 = 1191, i4=2416. 

Die Substitution von Ck aus (38) in (28) (c^ «» 0^) giebt: 
für gerades p: 

p+i p+i p+i p 

(41) y;^p<p(v) ^^:^-^^ ^-^ , 

für ungerades p: 

A^ (l—yp)^ A^ (v—yp-^) ± ,., ± Äp+i{v ^ —v*) 
(42) ^Pq>{v) (TP^JHhi ' , 

und die Substitution dieser Werthe in (12) giebt die independente Dar- 
stellungsweise: 

an— 1 2n— 1 2it— l 2n— 1 

LH (-l)«-! /8,= 2 Ui -^ ± ... + (-1)«-» ^„-1 + (-1)-! i^ }, 

während die andere Gleichung zu einer Identität zusammenfällt (oder neu 
bewiesen ist). Die Formel LH ist von Laplace aufgestellt^) und es ist 
uns also gelungen, die so verschieden aussehenden Formeln von Eytel- 
wein und Laplace (LI und LH) aus derselben Quelle (nämlich mittels der 
Darstellungen in (12)) abzuleiten. 



^) Siehe Memoire sur Tusage etc., in den Mem. de TAcad. des Sciences 
ä Paris 1777, p. 99 ff. (insbesondere p. 106 bis 109), oder Lacroix, Trait6 des 
differences t. HI 2de Edit. p. 114. 

Saalschütz. .5 
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§ 9. 

Formeln, die duroh den Mac-Laurinsolien Lehrsats 

gewonnen sind. 

Fasst man die Gleichungen^): 

2 /p2 /J.4 ^8 

(1) /i(a?) = ^_^^-x = 1 — ai2j+«24j— asßTi--- 

(2) AC^) = ^nff^ =Ä ^ — Ä 3] + Ä 5] — Ä Yi ± • • • 

(3) /*3(a?) «^ seca? =l + aifj+«2fl+a3|j + --- 

(4) Ux)^igx =ß^x+ß,^+ß,^+ß,^ + ,., 

ins Auge, vermöge deren die Functionen f^{x) u. s. w. nach Potenzen 
von X entwickelt sind, so erkennt man, dass die Entwicklung der Functionen. 
fi{x) u. s. w. in die Mac-Laurinsche Beihe zu einer directen Darstellung 
der OL und ß fahren muss, wenn es gelingt, die höheren Differential- 
quotienten von f^(x) u. s. w, (für ir=0) in unabhängiger Art zu erhalten. 
Dies ist für die Functionen fx{x) und f2{x) von Scherk-), für die 
Functionen fs{x), fi{x), f^(x) von Schlömilch^) durchgeführt worden. 

Sei y = e* und T eine Function von y, also auch mittelbar von x; 
wir stellen uns die Aufgabe -^-^ auszudrücken.'*) Es ist: 



^) Die Gleichungen (3), (4), (5) sind identisch mit den Gleichungen (1), (2), 
(4) des § 4; die Richtigkeit der Gleichungen (1) und (2) erkennt man (falls man 
nicht in (3) und (4) ix statt x einsetzen mag), indem man mit dem Nenner der 
linken Seite heraufmultiplicirt, für e^ und er-"" die Reihen einsetzt, die Goefß- 
cienten von x"^, bez. x^"^^ beiderseits vergleicht und sich von der Identität der 
entstehenden Recursionsformeln fdr die a und die ß mit XIII, bez. XTV (§ 4) 
überzeugt. 

'') Math. Abhdl., Berlin 1825, erste Abhandlung (vgl. oben § 4). Schlö- 
milch stellt die in Rede stehende Ableitung in kürzerer Art dar (J. fOr Math. 
Bd. 32 (1846), S. 360)^ citirt dabei aber irrthümlicher Weise statt der genannten 
Scherk sehen Abhdl. diejenige desselben Verfassers im 4ten Bande des Journals 
fOr Mathematik. 

») Grunerts Archiv 16ter Bd. (1850), S. 411. 

*) Vgl. Schlömilch, Gompend. der höh. Analysis II, Abhandl. über die 
höheren Differentialquotienten. 



§ 9. Formeln, die durch den Mac-LaurinBchen Lehrsatz gewonnen sind. 67 

folglich nach und nach: 

dY ^ dY 
dx ^ dy 

d^Y_ dT , g d«r 

und in allgemeiner Form: 

^^^ (Jajp 1 y (2y ^^ 2! * dy« ^ 3! ^ dy^ ^ '" ^ p\^ dtfP 

so dass: 

1 /> 2 8 3 /» 

(7) % =K o^ = 1, ag SB 2, Og SB 6, 03 = 6 u. s. w. Op^^ = 

ist. Differentiirt man noch einmal nach x, so gelangt man leicht zu der 
Eecnrsionsformel : 

(8) a^ = h {af, + a^-i) ; 

p 
dieselbe stimmt mit § 8, (17) überein, und da auch, wie dort fl^ ss 1, 

p p 

ap^i = 0, so sind die Zahlen a^ hier und dort identisch und also durch 

die Becursionsformel (8) oder durch die Gleichung (§ 8, (16)): 

(9) a„ = kf — (Ä)i (&— If + (h), (k—2y> + . . . + i- l)*-i (*)*_! 1" 
bestinmit. ^) 



p 
^) Scherk macht darauf aufmerksam, dass die Grössen au sich auch in 

combinatorischer Weise gewinnen lassen. Versteht man nämlich unter Ch (1, n) 

die Summe der Gombinationen mit Wiederholungen der Elemente 1, 2, 3 ... n 

in der ^ten Klasse, also z. B. 

(72(1, 3) =»1.1 + 1. 2 + 1. 3 + 2. 2 + 2. 3 + 3. 8 = 25 

so ist, wie leicht zu übersehen: 

(a) Ca (1 , «) — Ch (1, «— 1) + « C^-i (1, «) 
oder auch: 

(b) <7,_* (1, ä; + 1) =. Cp_* (1. Je) + {k + 1) (7p_*_i (1, Ä + 1) ; 
setzen wir nun: 

(c) C^a(1, * + !)=» 4, 

5* 
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Setzen wir nun zuerst: 

(10) Y^^m^—^--^ 

so haben wir, um (6) verwenden za können, die Differentialquotienten von 
Y nach y zu bilden ; doch brauchen wir ihre Wertiie nur für x^Q oder ^ ^ 1. 
Aus (10) erhält man durch fortgesetzte Differentiation: 

(l + y2)r— 2y = 



(11) 



äY 



(H-y«)^ + 2yr-2 = 



< 






dyf^ 



dyfc- 






= 0. 



Setzt man in diesen Gleichungen ^ == 1, und bezeichnet der Kürze wegen: 



[|I^L=x "^* ^*' 



so erhält man successive: 



(12) 



ro = i, ri = o, r,= 



_2! Y 



3! ^ 



4! 
2«» 



und aus der letzten (11) 

(13) 2Yu+ 2kY^.^, + Jcik—1) Y,^2 = 0. 



80 geht Gleichung (b) in: 



p p -1 p— 1 

c>t = Cä_i +(* + !) Ck 



d. i. in Gleichung § 8, (15) über, und da auch noch: 

C„ (1, 1) = V> = 1, Co = 1 
und wie aus (a) f ür h = 1 folgt: 

(7o(l,«)=l{(l+2+3 + ... + «)-(14-2+3 + ... + {«-l})}=l,Cp=l 

P 

ist, so ist die Grösse Ck der Gleichung (c) mit der dortigen identisch und daher 
nach Gleichung (19) des § 8: 



(d) 



au = h\Cp^k (1, k) 



B. as = 6 Cj (1, 3) = 150. 
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Die Werthe (12) lassen sich durch die Gleichung 

(14) r,=(-i)^ ^^^/ - 

2nr- 

zusammenfassen, welche demnach für die Werthe A: =ss 1, 2, 3, 4 (auch ftir 
A; =^ 0) gilt. Nehmen wir an, sie gelte (kurz ausgedrückt) fiir die Werthe 
Ä;= 1, 2 bis Ä — 1 einschliesslich und setzen wir diese Werthe in (13), so 
erhalten wir: 

da aber die Klammer, wie leicht darzuthun, soviel als cos ^ i ^ 
so ist die Allgemeingültigkeit der Gleichung (14) nachgewiesen. 
Nun ist aus (1), wenn wir die Bedeutung T = f^(x) festhalten: 

(15) \^ =f~^^*''f • * • i' gerade 

[dxPU^o \o i> ungerade 

also für i) = 2w, 2m + 1 : 

2jt Zn Art hn 

2m COB— 2m COS— 2m COS—- 2;« COS — 

2m COS^ — ?— ^w 



23t zn in bjt 

2in-4-l COS-T- 2»i+l cos— 2m+l COS— 2m-¥l COS — 

V2 V2 i2 V2' 

(2m +2) 
2m+l COS ^^ — z — n 



+ Ö2;/H-l 



V2 



2m 



oder: 



2m 2m 2m 2m 2m 

LUi (— ir «w — T 2 ^ 4 8 ^ 8 ^ • • • 

2m+l 2m+l 2m+l 2m+l 2m+l 

Dies sind also unabhängige Darstellungen für die Eulerschen Zahlen. 



70 Zweiter Absohnitt. Unabhängige Darstellungen. 

Setzen wir nunmehr: 



«» 



(16) r=/iH=J=J^-i-j^y 

SO treten bei gleicher Art des Verfahrens an Stelle der Gleichungen (12), 
(13) und (14) folgende 

(17) ro=o, Fl— 1, r,=-i, r3=o, r,=|-;, Ts — -|-i 

(18) 2Tf, + 2kTM-i + Hlc—1) r;t-.2==0 

und hiermit allgemein 

(19) r* = (- 1)*-» ""l^^ . 

2 s 
Nnnmehr folgt aus (2): 

P^,y, |(_1)V^ . . . j, ungerade 

1^0 jp gerade 

also ist nach (6) für jp ^ 2w — 1, 2m: 

im—1 sm -r- 2w— 1 sm — - 2»»— 1 am — 2m— l am -r- 

Liv (_i)»-^„=«, -j^-o, -j^ + «, -^-«. :j^±... 

inur 
21»— 1 sm -^ 

+ ^»»-^ yg-sm-a ' 
2m sm -r- Sm sm — 2m sm ~ sm — 

. (3m+l) ft 
2m sm^^ r^— 



— »2 



m 



oder 



ypm-i ' 



2m— 1 2m— 1 2m— 1 2m— 1 2m— 1 2m— 1 



TJV { I^w-IÄ ^ f^ 4_ ü* f!» 4_ ^ ^ -L 

1^1 V ^ i; p^ — j 2^4 4^8 16^'" 



2m 2m 2m 2m 2m 2m 



T TV/ ft ^1 ^ I ^4 «6 I «6 <»8 4. 

l^iV^ U — y— y-t-^ — ^-h-g- — Jg±... 

Ausser diesen Formeln enthält die Scherksche Abhandlung noch andere, 

welche aus Lm und LIV durch Trennung und anderweitige Zusammen- 
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fassnng ihrer Glieder mit Benutzung von LIIIi^ und LIV^^ (oder ähnHchen) 
hervorgehen und hier übergangen werden mögen. ^) 

Die Entwickelungen von Schlö milch bedürfen der höheren Differential- 
quotienten von sin^rr fiir x=:0. Es ist nach bekannten Formeln 

für ungerades k: 
(21) (— l)'^ 2^-1 sin*a?=8inÄa? — {k\ sin (Ä— 2) o? + (*)2 ^^ (*— 4) a? T • • • 

k—l 

+ (— 1) 8 (*)^_i sin X, 



2 



für gerades k: 



k 

(22) (— l)"^2*-isin*a?=cosfer— (Ä;)iC0s(Ä--2)a:+(Ä)jCOs(Ä— 4)«Hi... 

+ {-\)^-\k), cos2a; + (-l)*i(Ä).; 

dJ'sinoa; l( — 1) * ö'^cosaa? . . . . p ungerade 

(( — 1)^ oP sin öur . . . . i> gerade 



femer : 



(23) 



und: 



(24) 



l( — 1) 2 aP sinaa? . . . . i? ungerade 
\{ — 1)"^ a'' cos aa? .... i? gerade. 



d'^cosoo; 



Differentiiren wir nun (21) und (22) p mal nach x und fahren die Be- 
zeichnung ein: 

(25) Gj, = kJ^ — (k\ (k— 2)P -f (k)^ (*— 4)p + . . . 



+ 



(— 1) 2 (A;)ä-_i . IP . . . ä ungerade 

2 

(_1) 2 (Ä)^__^2P . . . Ä gerade 



so folgt: 

(26) [dI sin^a?]^, = ^i^ .4 . . • i> + * gerade, 

(27) [^xSMi*^];,^== jp + Ä ungerade. 

1) Die Gleichungen Llir, Llll'a, LIV', LlV'a finden sich auch bei Worpitzky 
als form. (81), (82), (86), (87). 
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Die erste Formel gilt also, wenn p und h gleichartig (beide gerade oder 
beide nngerade), die 2^, wenn p nnd h ungleichartig sind, wobei noch 



p 



bemerkt werden mag, dass Q-/^ für ungleichartige p und A; nicht ver- 
schwindet, so dass die Formeln (28) und (29) nicht in eine zusammengezogen 
werden können. Weiter ist: 



(28) 



sin^aj 



daher: 



(29) für j) < Ä 






Jetzt ist nach Gleichung (3): 



(30) 



[D^sec«]^^ = «« 



und nach dem binomischen Lehrsatz: 



(31) sec X = 



Vi — sin* X 



+ 2 sin^a; + 2-^sui** + ^-^-^sm»x + 



daher nach (26) mit Bücksicht auf (30): 



LV 



(-l)-ia„=l.i^. 



2n 
2 



1.3 1 



an 



2 . 4 • 2» ^^ ■*" 



1.3.5 J_ A" - 

2.4.6 2^ ^« ■^•• 



+ /_!)«-! L3M2n-l) _J_ ^; 

^ ^ ^^ 2 . 4 . . (2n) • 2*»-^ ^^'^ 



Femer ist nach (4) 
(32) 



[2>/ tga;]^^^ = /?„ 



und wieder nach dem binomischen Lehrsatz 



tga? = 



smo; 



- = sinrc + ^ sin^a; + ^-r sin^a? -j- . . 
yi — sin^a; ^ ^'^ 



daher: 



LVI 



1 2«-i 1.3 1 2n-i_ 



(_1)'.-1;8„ = ffi - i.-|, ©3 + l^ij 65 T . . . 



2n— 1 



"»" V ^^ 9 4. r9.«.— ^^ 22»-2 "'2'»-l• 



2.4..(2n— 2) 2^ 
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Endlich ist nach (5): 

(33) [^^ *^ (-:- + f )]_ - ;'. 

und: 

tg I -r + "TT = i : — = cosa; + sin» cos« + sin^a? cosa? + sin^a? cosa; + . . . 

Nun ist: 

(34) JDx sin^a? = h sin^""^a? cosa?, sin^a; cosa? = , . , D^ sin*+^a: 

A5 -j- 1 

daher nach (33): 

[^/>+i /sino; , sin'a; , sin'aj , \\ 

und, wenn wir gerades und ungerades 2? trennen, wobei nach den Gleichungen (5) 
des § 4: ;/2„ = a„, y^n-x = ßn ist, folgt: 

211+1 t 1 2»+l 1 1 »«+1 11 »«+1 

Lvn (-1)" «„ = e, _| ^ ©3 + i _'j Ö5 + . . . + (_i)«^^Lj öj„^^ 

und 

^ 1 1 2W 119« 11»« 11«» 

LVm (-l)-i/J„ = t i 6^2 - i|s Ö4 + 1 1, eoT...+(-l)"-i4 2^62«. 

Diese beiden Formeln haben, wie man sieht, einfachere CoefQcienten als LV 

und LYI und alle vier Formeln haben vor LÜI und LIV (oder LIII' 

und LIV) den Umstand voraus, dass die letztgenannten Scherkschen 

etwa ein und einhalbmal so viele Glieder haben als die obigen von SchlÖ- 

p 
milch herrührenden, und dass überdies Gk^) etwa nur halb so viele Sum- 

p 
manden besitzt als a^. 

§ 10. 
Princip der Coefftoientenvergleichung. 

Aus ähnlichem Grundsatz wie die Formeln des vorigen Paragraphen ist 
die nachfolgende, von Scherk^) aufgestellte Formel, für die unabhängige 
Darstellung der B. Z. entstanden, an welche sich gleichzeitig eine Formel 

^) DieVeröffentlichiing einer eingehenderen Untersuchung über die Grössen Gu 
behält sich Verf. vor und theilt hier nur aus derselben die Recursionsformel: 

Gic = h \kGk + 4(Ä— 1) ^^-2/ 
mit. 

') Über einen allgemeinen die B. Z. und die Coefficienten der Secantenreihe 
zugleich darstellenden Ausdruck. J. für Math. Bd. 4, S. 299 (1829), 
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für die unabhängige Darstellung der Secantencoefficienten anschliesst. Diese 
Formeln beruhen auf der Entwickelung der Function y: 

(1) y= '-' 



nach Potenzen von u, die bereits von Euler und später von Laplace^) 
ausgeführt worden ist. Da wir sowohl p wie u^ um nicht unnütz weit- 
schweifig zu werden, imaginäre Werthe zu geben beabsichtigen, ist es hier 
unabweisbar, die Entwickelbarkeit von y und die Begrenzung derselben 
nach den Elementen der Functionenlehre zu untersuchen. Zunächst sehen 
wir, dass für jp &=» 1 eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von u 
nicht möglich ist, denn in diesem Falle wäre: 



1— e« 



I« \^^ 2! ^ 8! ^ 4! ^ --7 



also ^ — jT für t« = unbestimmt, und sonst Null. Wir schliessen daher 



J)— c« 



den Werth jp = 1 im Folgenden aus. Dagegen bemerken wir späterer 
Anwendung wegen: wenn p sehr nahe an 1 und u sehr klein, so dass 

ein endlicher echter Bruch, aber -— y (n = 2, 3, . . .) verschwindend 

klein ist, so wird: 

Im Allgemeinen, d, h. wenn p verschieden von 1, ist für w == der 
Werth von y gleich der Einheit, also ist eine Entwickelung nach Potenzen 
von 1« möglich, und zwar so lange, als der Betrag von Uj den wir wie 
üblich mit \u\ bezeichnen, unterhalb desjenigen Werthes bleibt, für welchen 
der Betrag von p — e" zum ersten Male verschwindet. Sei nun 

(3) p =r (cosa + * sina) 
gegeben, und sei: 

(4) u=U + i&, 

wo U und ^ reelle Grössen sind. Dann ist: 

(5) |t*i = + iw+^, 

und 

p — e" = r cos a — e^ cos d -{-i{r sin a — e^'sin 1?), 



*) Cälc. diflF. II, cap. YII, § 178 ff. — Lacroix, Trait6 des diff^örences 
(t. m des Trait6 du calcnl diff. etc.) p. 107 ff. — Beide Citate rühren von 
Scherk her. 



TT » 9 CC-^V 
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also: 

(6) 1^— e«|=Ä=:Vr« + e«^— 2re«^co8(a— d) 

Solange also niclit gleichzeitig 

ist, bleibt R positiv und y nach Potenzen von u entwickelnngsföhig. In 
dem ausgeschlossenen Falle wäre 

CT« + i?2 = Gg»-)^ + a* 
also muss nach (5): 

(8) \u\ < V(lgr)2 + a» 

sein. ^) 

Wir gehen nun zur Entwicklung selbst über. Da eine Function, 
wenn überhaupt, sich nur auf eine Art nach Potenzen ihres Arguments 
entwickeln lässt, so sind die zu Grunde gelegten Voraussetzungen, falls sie 
nicht etwa mit den Bedingungen der Entwickelbarkeit, also hier mit (8) in 
Widerspruch gerathen, ohne Einüuss auf die Goefficienten. Wir nehmen 
p und u reell und positiv, und j? < 1 an ; dann ist von selbst e" > p, und 
die Bedingung (8) verlangt nur noch, dass 

sei, was jedenfalls möglich zu machen geht. Dann ist: 



= (l-l>){l-« +1^ —^ ±... 



2 4.3 



+ p — 2pu +2*i)Jy— 23i,|j±... 



4-^s _ 4^8„ ^ 4y IJ- 4 V fj + . . . 
+ u. s. w. l 

*) Ob auch 1 1« I = V(lgr)' + a* sein darf, mit anderen Worten, wie es mit 
der Entwickelungsföhigkeit auf der Peripherie des Convergenzkreises selbst sich 
verhält, kann hier ausser Betracht bleiben. 
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also, yertical addirt, wenn 

(10) Cn = 1 + 2"i? + 3"p2 + 4V + ... in inf. 

gesetzt wird: - 

(11) y = ii-p) (Co-c, -} + c, |!_C3|-; + ...). 

Wir können nun statt der unendlichen Reihen Cn endliche Reihen uns ver- 
schaffen, wenn wir das Product (1 — j))"+^ Cn bilden. Multipliciren wir 
Cn mit: 

(1 _|>)n+i = 1 _ (n + l)j j? + (w + 1)2 i>2 + . . . ± i>«+i 

n 

SO ist der Coefficient Au von p^-^^ : 

(12) i^=Ä«_(n + l),(Ä— l)« + (n4-l)2(Ä-2)«4:...±(w+l);fc^il». 

Dies ist aber genau die Grösse, die schon in der Laplace sehen Formel (§ 8) 

n 

gebraucht wird und (daselbst Gleichung (32)) ebenfalls mit Af^ bezeichnet 
wurde. Naoh dem Arndtschen Satze ist: 

J[;t = für Ä > « 
und somit: 



n n n n 



(13) (1 -i>)"+» C„ = A^ + A^p+A,p^ + ... + A„p''-\ 

folglich: 

nA\ /_1^« n —tA ^" — A+^g+Ai>'+ ••• + Xg"— _ . 

(14; ( 1) i^i—p) — — n!(p-l)» ~^'" 

wenn wir die Abkürzung ^^ einführen. Daher ist nach (11): 

(15) ^=1 + A,u + A,u^+A,ui + ... = 1 + % A^u". 

n 

Aus den Gleichungen (35), (37) und (40) des § 8 wissen wir von den -4^, dass 

(16) A, = i„ = 1 

n ■ n 

(17) ^n+i-k = A; 

und femer ist: 

(18) A^ + A,+,,,+A„=n\ 
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Nehmen wir nämlich p sehr wenig verschieden von 1 an, so unterscheidet 
sich der Zähler von Ä^ sehr wenig von 2 -^a» folglich ist dann nach (15): 

y ^^ 1 i)-i^ 2! U-1/ ^-rsiip-i) ^•••' 

und für ein sehr kleines u^ wie es dann durch die Bedingung M<Clg(l:i>) 
geboten ist, zeigt der Vergleich mit (2), dass 

1 

sein muss, wodurch (18) bewiesen ist.^) 



^) Dies lässt sich übrigens auch leicht aus der Definition der Aic beweisen. — 
Die Gleichung (13) lässt sich auch in anderer Art als richtig erkennen, wobei 

n 

das Auftreten der A^ weniger auffallend erscheinen wird. Setzt man in Gleichung (7) 
des § 8 1» statt p, v = — p und versteht unter p wie oben im Text einen positiven 
echten Bruch, und nimmt y als oo an, so geht die linke Seite in Cn über; auf 
der rechten Seite fällt aber der erste Summand wegen des Factors v^ d. i. ( — p)^ « 
fort, und wir erhalten die Gleichung: 

(a) C„ = v«-V(— 1^)- 

Nun folgt aus (38) des § 8 

und aus (39) desselben Paragraphen: 



(- 1)» (7„_ft t/^ = A+i !>* ; (* > f ) 



setzt man diese Werthe in die Gleichungen (20) des § 8 ein und 2k bez. 2A;-|- 1 = n, 
so gelangt man zu der einen Gleichung: 

n+l n+l n+l n+1 

T7«W r— «^ — A + AP + AP^+'-' + ^n^iP'' 

also mit n — 1 statt n nach (a): 



n n n 



__ A.+A^p+^. + AnP"-^ 



(1 — ^)«+l 

und dies ist Gleichung (13) des Textes. — 

Bei der Annahme l> > 1, i> = 1 : 3, wofär bei positivem u aus (8): 

folgt, ist zunächst: 

und lässt sich sodann {q — l):(q — e~") nach der im Texte für (jp — l):(i> — e^) 
angewandten Methode entwickeln, man erhält somit (wenn q zuletzt wieder 



«* 
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Wir wenden nun die Gleichung (1&) an. Wir setzen: 

(19) p = i, u^=ix, 

wobei X positiv «ein möge, dann ist nach (3) und (4): 

r=l, a = ^, Z7=0, ds=a?, |t<| = a; 
und es muiäs also nach (8): 

(20) a; < I 

angenommen werden. Wir bilden zuerst A„ und nehmen darin die beiden 
Glieder: 

(21) A, ^-^ + i„+i_Ä p«-* = Ä, (y + i^^+i-*) . i ^ 

.« 
zusaumien. Es ist: 

y + ^»+1-* = {cos (^ + cos (^=±^:^} 

+ i{sin(^+sin((tH:^} 
d. i. nach bekannten Formeln: 

= 2 jcos (^T~ ^) + ^ sin (^^x~ ^)f ^^^ ( r~ ^), 
femer: 

1? — l=i — l=>^(cos-^ + *sin-^j 

(i)— 1)~" = -n ^oos -j * sm -^ j 

•n—i («—1)« , . . in — \)n 
*" ^ = cos ^^ — ^ 1- ^ sm ^^ — ^^— , 

22) ^*^-\^j'y-*^''-^ '' = 2/ ;"^j^^ cos(n+l-2.)|... 



und 



also: 



= 2^ 



« 1— » 



k n+ 

2— 



^cos(w+l-2Ä;)^-a?«. 



= l:j) gesetzt wird) eine andere Form der Entwickelang für {p — l):(i> — ^) 
und aus dem Vergleich der beiden Darstellungen ^ die realiter übereinstimmen 

n 

müssen, erschliesst Scherk ohne vorangehende Eenntniss der Ak die Richtigkeit 
der Gleichung (17): 

n n 

Afi^l^k ^= AfQ, 
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Ist n gerade s=s 2m, so ist bierin Ä;«» 1, 2 ... m zu setzen und es ist dann: 
cos(2w + l — 2ÄJ)^=+ y^, wenn 2m+l— 2* von der Form 8Ä±list, 

cos(2in + l — 2Ä)| = — Vi, „ „ „ „ „ 8Ä±3 „. 

Daher ist, wenn An i" in (15) mit En bezeichnet, also: 



00 



(23) |=i == 1 + S -B» «" 
gesetzt wird: 

l { .2m 2m 2m 2m 2»iv 

(24) E^ = 2^72^ [Äm—Äm-l — Am-2 + ^m-S H V ©tc. ± A^ j. 

Ist hingegen n ungerade = 2m — 1, so bat man wieder in (22) A; = 1, 2, . . . m 
zu setzen und die Gleichungen zu addiren, aber von dem letzten Summanden 
nur die Hälfbe zu nehmen. Dabei ist: 

cos (2m — 2Ä;) -t=^ ( — 1) ^ , wenn m — Ic gerade ist, 

cos (2m — 2Äj) -- = , wenn m — A; ungerade ist. 

Daher der Coefficient von x^^~~^ in (23): 

2m— 1 
\ ^ I 2m— 1 2»»— 1 2m— \ 2m— \ (A^ \ 

(25) E'im-^i = 2"»— 1 (2m— IT! \^ — -^—2 + ^m— 4 — -^^—e ± •••± \2m— l j* 

Nun ist für die Werthe (19): 

?jr_ --- _ ^~ . . — = -^ (seca? + tga? + i), 

also (nach den Bezeichnungen in (1) tmd (2) des § 4): 

(26) ^n^ = 1 + -^ (^- «m (2^;^ + ^« A« (2;;;i:i)TJ- 

Der Vergleich der rechten Seiten von (23) und (26) liefert nun mittels 

(24) und (25) die Gleichungen: 



LIX 



1 ,2m 2m 2m 2m 2mv 

a,„ = g^^zii [Am — ^m-l -^m-a + ^^-3 H h ©tc. ± ^i j 



1 / 2m— 1 2m— 1 2m— 1 2m— 1 

(»»— l 2m- 1 
( — 1)~2~ ^j^ . . . m ungerade 

I m— 2 2m- 1 I 

(( — 1) ^ A^ , , . m gerade. ^ 
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Die Formel LX ist wohl überhaupt die einfachste bisher für die 
unabhängige Darstellungsweise der Tangentencoefficienten (oder 

der B. Z.) aufgestellte, sie hat für ß^^ -k Summanden, während die Schlö- 

milchsche LVni m Summanden hat. Wenn man allerdings annimmt, dass die 

n n 

Zahlen Aj^ bez. 6r^ zum vorliegenden Zwecke erst berechnet werden müssen, so 
stehen sich diese beiden Formeln ziemlich gleich, denn wie der Vergleich 

2m— 1 Sm 

der Gleichungen (12) und § 9, (25) zeigt, hat Aj. k Summanden, 6r^ nur 
die Hälfte davon. Hingegen hat die Laplacesche LH m Glieder, die 

Scherksche LIV etwa -g-, die Eytelweinsche LI 2m — 1 Glieder. 

Auch die Gleichung LIX für a^ lässt sich, wie Worpitzky bemerkt, 
mittels der Gleichung (18), die sich auch für n = 2m schreiben lässt: 

2 m 2m 3m 

(27) ^1 + ^ + . . . + ^,, = I . (2m)! 

durch Addition oder Subtraction auf etwa die Hälfte der Glieder bringen^): 

(2w0* 1 /*'" *"* ^'" ^'" ^'" \ 

LXI cLm + ^-^ = ^arr^ \A,n + ^„,_3 + ^,„_4 4- A„,^^ 4- A„,^ + etc. j, 

/2||i)I 1 yäm 2 m 2 m 2m 2m 

LXn a^ 2»«~ ^^ 2'"—* (Aw— 1 "h -^m-a "T -^m— e 4" -^m— e + -^m— 9 

2m - 

+ ^m-10 + etc.j. 
Mittels der recurrirenden Beziehung zwischen den Ar\ 

(28) ^„(l-^)+ip + ^. + ^ + ... + ^_A_ + I,=o, 

welche sich aus (15) durch Multiplication mit dem Nenner und Reihen- 
entwicklung von e^ leicht ableiten lässt, folgt noch eine Anzahl von 
Becursionsformeln für a„| und /3„j, die theils von Seh er k selbst, theils 
von Stern aufgefunden und von ims der Hauptsache nach in § 4 an- 
gegeben worden sind. — Die Substitution 

i)= — 1, u = ix 

in (15) führt zu der Laplac eschen Formel. 



^) Siehe bei Worpitzky form. (84). — Die Scherksche Formel findet sich 
daselbst als form. (88). 
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§ 11. 
Formeln, die mit DiffereiiEeiireiheii im Zusammenhang stehen. 

Bezeichnen wir die Glieder einer arithmetischen Reihe p^° Grades 
mit u, M^, u^, ' -* Uj. und die Anfftngsglieder der Differenzenreihen wie in 
§ 5 mit Aw, Ahi . .. i^^Uy so ist (s. daselbst Oleichong (8)): 

(1) A*w — % — (Ä;)i w^_i +(*)2Wä-2 T...±(*)*w *=-1, ...jp 
für ky>p aber: A*«* = 0, femer die Summe S^ der ersten ^Glieder: 

(2) «^ = («)i u + (x\ Au + {x)s A«w + ... + («Wi A^t* 

und der Coefficient C^ von x auf der rechten Seite dieser Gleichung: 
r^\ r -= .i At* , A^ 3- , A^u 

Sei nun die arithmetische Reihe p^^ Grades folgende: 

1^ 2^ 3^ . . . a?P; 
dann ist: 

w = F, At« = 2^^ — 1^ = — (P — 2P), A%« = S'' — 2 . 2P + l'' 

= l'' — 2 . 2^ + 3'' 
und überhaupt: 

A*« = (-1)* (1" - (*)i 2^ + (*), 3fi T . . . ± (*)* (*+!)') 
oder wenn: 

(4) N, = (IP — (k\ 2>> + {k)^BPT...± (*)* (k + ly) 
gesetzt wird: 

(5) A*w = (— l)^2f^ 

und daraus nach (3) der Goefßcient von x in der nach Potenzen ron x 
entwickelten Summe 1p + 2^* + . . . + ^ • 

worin noch 

(6) i, = (-l)Pj,! 

gesetzt werden kann, weil /\P(xP)=p\ ist, während 

(7) N, = k>p. 

Saalsohtttz. 6 
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Andererseits ist nach den Oleichnngen § 1 (14), (15), (16) der Coeffident 
von .a? , in dejn Summeoaiisdnick für 1p -\- 2p + .,^-{rp^: 

für. ein gerades p gleich ( — 1)* JL 
für ein ungerades p gleich 0. . 

De^^lä(^ i^ wenn p^ss^n^ gesetzt wird: 

2m Sm . Stm 

Lxra (_i)».4i^„_i + A + ^ + ... + _i^ 

•..•'".■•'.■' • : . ' *^ ■ 

2ifi~-l 2j»— 1 am— l 

Lxiii. — i + A4.A + ... + %± 



Die erste dieser Oleichnngen giebt eine independente Darstellung für Bf^ an, 
welche noch vereinfacht werden kann. Zu dem Zweck drücken wir znerst 

p p 

die Grössen Nk durch die uns schon bekannten a^ aus. Der Vergleich der 

Definitionsgleichungen (4) und §8 (16): 

N^^lP — {k\ 2P + (Ä;)^ 8P + ... ± (k)k {k+l)P 
a,^(—if-^{{k\lP—{k),2P + {k),SPT...T(k),kp} 

=, (- l)*-i k { iP-i^ (Ä^IX 2^^ + (&-l)2 3P-1 T ... T (Ä-l)*-i*P->} 

ergiebt sofort: 

(8), / a^^i—lf-^kSLi 
oder: 

Hierduifch nehmen die obigen Gleichungen die Form an ^) : 



2m+l 2m4-l 3m4-l 2m+l 

LXffl' (- ly*^ 5^ :^ -^ — -^ + 1^ T . . . + "*"•* 



1 



(2f»+l)« 

3m 2m 2m 2m 






(2m)! 



^) Die erste dieser beiden Gleichungen findet sich bei Worpitzky als 
form. (61). 
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Schreibt man nun die Gleichung (17) des g 8 in der Form:. 

p+i 

-j- = a*_i + ajt, 
■ ' ■ '■■• ■, '1 -. . . ■ ... ■ .; •. . 

setzt darin k=l,2,,,,p'\'l und multiplicirt die entstehenden Gleichungen 

erstens abwechselnd mit -|- ^ ^^^ — ^9 s6 erhält man: ; : 

■■'■'- • '^ ' ■ . .' - 

p^l P+l IH-I P+1 



o, — -?! 4- -^Ln: -|.J?»±L = o 



P+ 
also auch: ! 

P P P P 

(9) S_|t ^.|:p... + (_l)i.+i^=»ö : 

und zweitens bez. mit 1, — i» -i-, — h " ' j_l > ®^ ©^hält njian mit Rück- 
sicht auf die eben gefondene (9): 

p+i p+i p+i p+i 

(10) -F-f + $T" + (-l)"f^. . 

p p p p 

oder auch: 

Hierdurch gehen aus den Gleichungen LXilP und LXIII'a folgende hervot : 



im im im im 

2m+l 

2m— 1 2m— 1 2m— 1 . 2m— 1 



^ a; ^m— 2 3 ^ 4 ^ •• 2m- 



1.JUV, o____4._^....4,__ 

oder: 

2m 2m 2m 2m 

2m(2m+i) 



LXV (_ir+x^.^_^^,^^:^.._ %^ 



, • 2m— 1 2m— 1 2,m-7^jl 2m— 1 

LXV — _?L _—_?»- 4__?8_ä: I "am— i' . 

* 1.2 2.8^8.4"^ -^ (2m— l)2w . 

Ehe wir weiter gehen, mögen noch diese Gleichungen auf eine andere 
mehr directe Art abgeleitet werden. ; ^ ; ^ 

6* 
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« 

Setzen wir mit Cauchy*) 

p p p 

(12) xP = ai (x\ + o, (z)^ + ... + ap{x)p, 

so müssen sich durch Vergleich der Coefficienten von x^ bis x^ auf beiden 

p p p 
Seiten der Gleichung (12) die Coefficienten ai,a^,..ap bestimmen lassen. Dies 

erreichen wir in geschickterer Art, indem wir für x nach einander die 

Werthe 1, 2, 3 ...p setzen. Dadurch erhalten wir folgende Gleichungen: 

p 
2^=(2), ai+4 



(13) {s^^{S\a,+{S),^+a, 



p p p p 

F = (Ä)i ai + (*)2 «2 + Ws «8 + ... + (*)ifca*. 

Multipliciren wir nun diese letzte Gleichung mit 1, die vorletzte mit — (k\, 

die drittietzte mit + (k)^ u. s. w., die 3*«, 2*«, 1*« mit bez. (—1)*-« (k)^^, 

p 
( — 1)*—* (Ä;);fc_9, ( — !)*"■* (ife)it—i, so ist der Coefficient von a/t die Einheit 

p 
und von irgend einem andern, etwa von a/^ {h<ik): 

Ch = (*)a — (*X (*— 1)a + (*)» (*— 2)* + • • • ± (*)*-* (ä)a 
oder aaoh mit Hinzafögang der nichts geltenden Glieder mit den Factoren 

(Ä— 1)a, (Ä — 2)a 11.8. w. 

Ca = (ä)a - (»X (fc— 1)a + (*), (*— 2)a + . . . ± (*)*_! (1)a + (*)* (0)*; 

t 

dies ist aber, da A <1 X; ist, nach dem Amdtschen Satze Null, da die Grössen 
(k)fi, (k — 1)a u. s. w. eine arithmetische Reihe vom ä*®"^, also von einem 
geringeren als dem k^^ Grade bilden, folglich ist: 

(14) a, = k^ — {k\ {k-lf + {k\ {k-2r T . . . ± (*)*-! l'' 

d. h. die uns wohlbekannte durch (16) des § 8 bestimmte Grösse. Summiran 
wir nun die Gleichung (12) nach x^ so ist, wenn man sich der Gleichung 

Wa +{^ + l)k + (k+2)j, + ... +(r)it = (r+l);t+i 
erinnert 2): 



^) lUsumes analytiques, Turin 1833, p. 33 fT. 
*) Vergl. Cauchy a. a. 0. p. 70. 



§ 11. Formeln, die mit Differenzenreihen im Zusammenhang stehen. 85 

(15) lP + 2P + .,.+xP = a^{x+l),+^{x + l%+... 

p 

und der Coeffident von x auf der rechten Seite: 

p p p p 

^^^^ 1.2 2.8 ^3.4^ •••-i)(i)+l)* 

Andererseits ist, wenn die linke Seite von (15) durch die B. Z. ausgedrückt 
wird, der Coefficient von x für gerades p von J?p abhängig, für ein nn- 

2 

gerades p Null. Daher ist (für p^=2my 2m — 1): 

2m 2m 2m 2m 

<Hm 



^ V -^»» — 1.2 2.8^3.4^-' 



2m(2m+l) 



2m--l 2m— 1 2m— 1 2m— 1 

«1 a^ . a^ ^ , a2m— 1 






1.2 2.3 ' 3.4 ' "•• * (2m— l)2m' 
welche Gleichungen mit LXV und LXV^ übereinstimmen.^) 



^) Diese Formeln rühren von Bauer her, der sie (nebst einigen anderen 
verwandten Charakters) durch Vergleich einer besonderen Entwickelung der 
Gamma-Functionen mit der Stirling sehen Reihe gewonnen (J. für Math. Bd. 57 
(1860), p. 256) und daran einige andere Darstellungen der B. Z. angeknüpft hat 
(J. für Math. Bd. 58 (1861), p. 292), welche im Wesentlichen hier oben im Text 
reproducirt werden sollen. — Die Gleichungen LXIV und LXV finden sich auch 
bei Worpitzky als (86) und (60), dem auch die zweite Methode der Haupt- 
sache nach entstammt. Aus diesen Gleichungen lassen sich noch leicht andere 
ableiten. Wendet man die Gleichung (17) des § 8: 

af, = k l^a^-i + a^ ) 
auf LXV an und addirt LXVa, so erhält man: 

2 m— 1 2m— 1 2m— 1 2 m— 1 

( i) 2J,„ -s^j 3 2.4^3.6 + "-^(2m--l)(2iii+l)/ 

und wendet man hierauf die genannte Gleichung noch einmal an, so entsteht die 
Worpitzky sehe Gleichung (37): 

2m— 2 2m— 2 2m— 2 2m— 2 

( A;^^m — -2^3^ 4.5^5.6^^--- 2m(2m+l)/' 

welche von den bisherigen Gleichungen dieses Paragraphen insofern die einfachste 

p 
isty aU bei der Berechnung der a^ die Zahlen 1, 2, 3 . . . auf die niedrigste Potenz 

zu erheben oder die obige Recursionsformel am wenigsten oft anzuwenden ist. 
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Wir wollen nnnmehr auf Grund der Gleichnngen LXIY und TiXTV^ eine 
merkwürdige Beziehung entwickeln, welche zwischen den B. 2L und der 
harmonischen Reihe besteht.^) 

Nach der Erklärung von Auh in § 5 (Gleichung (1) mit A = 1, 
r==Ä) ist, wenn: 

(17) «A^W 
gesetzt wird: 

(18) A/(Ä)==/'(Ä + 1)— «») 
ebenso: 

(19) A<p(h) = (p(h + l) — ip{h) 
und demnach: 

A(<p{h)m) = ^(A+ 1) /(*+ 1) - mm 

==(p(h+i)f{h+i)—<p{h+i)ah)+(p(h+i)m)—9Kf*)m 

d. i. 

(20) A{<P{h)m) = ?K» + 1) M») + m Aq>(h). 
Setzen wir hierin q>(h) &bb ^ -^ 1, so ist: 

A((h+i)f{h))=={h + 2)Am+m 

and mit Af(h) statt f{h): 

(21) A((Ä + 1) A/1[Ä)) — (Ä + 2) AW) + M»), 

* 

multipHciren wir diesen Ausdruck mit h -\- 1 und nehmen wieder die 
Differenz, so erhalten wir: 

(22) a{(» + 1)A((»+1)M*))} = (» + 2)(*+3)a¥(*) . 

+ 3(Ä + 2)A¥(A) + A/lÄ). 

Die linken Seiten der Gleichungen (21) und (22) bezeichnen wir mit 
D*f{h), bez. J)^f{h) nnd ebenso allgemein: 

(28) DPfih) = A (^/Ä+1) A (p_,(»+l) A . . . A (^ (H-l) ^h)\. . .)^, )^^ 

^) Die Reihe 1, 4, -i-, . . . r, — , — r^, . . . wird die harmonische gte- 

* *> . , ffi — 1 fm fit-|-x ** 

nannt, weil, wenn man auf einer geraden Linie vpn einem Pnnkte A aus nach 

derselben Seite die Strecken AD == =-, ÄC = — , AB = — r-r auftrfiffi, die 

in — 1 fn iw-j-l 

Pt^nkte AB CD (besser gesprochen A mit C \md B mit D) vier harmonisdie 

bilden. 
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während: 

(24) Df(h)^Af{h) 

ist. Daän istj da: . ^ ' ' 

(25) A(A+l)(Ä + 2)...(Ä + *) — *(Ä + 2)(Ä+3)...(Ä4-*) 
ist: 

Dtf(h) ==r (Ä 4- 2) (A + 3) (Ä + 4) A^h) + 6(*+2) (» + 8) aV(*) 

+ 7(Ä + 2)AVi:*) + A/(*) 
oder: 

DVi:*) = Cg (Ä+2)(Ä + 3)(Ä + 4) AV(Ä) + c,(A + 2)(Ä+3) AM*) 

+ Ci(»-|-2)AW + CoAA») 

3 3 3 3 

wenn Cq »= 1, q =: 7, c^ =s 6, ^s =" 1 sind. Hieraus erschliesseii wir die 
allgemeine Form von JD^fQi}^ wenn vorübergehend- (A-f" 2) (^+3) ... (Ä+r) 
nait [/» + r] bezeichnet wird: 

(26) 1>^/1[A)=Ci[ä +1>] A''«*) +C2[ä+P-1]A'--^/Iä) 

+ c^[Ä+i>-^2]A^V[Ä) + ... + c7'[ä + 2] A«/lÄ) + c7 A/TÄ), 

worin die C;^ constante Zahlen sind, von denen, wie sofort zu übersehen, 

p— 1 p^i 

Cp—\ und Cq den Werth 1 besitzen. Um ihre Werthe zu erhalten, machen 

wir nochmals dieselbe Operation, bilden also die Gleichung: 

a((» + i)D"f(h))= D^'m, 

und gelangen so unschwer zu der Becursionsformel: 

p . • p— 1 p— 1 

oder mit p — ä = &: 

p p— i p— i 

(27) C)t = (Ä + 1) Ck + c^-i. 

Diese Formel ist aber identisch mit § 8, (15) (mit p — 1 statt p) und 

P J 3 3 

da auch die ersten Werthe der jetzigen c^ (Ci == 3, c^ = 7, Cg = 6, 

118 5 3 3 

Cq = Cj^ = Cq = Cg = Cq = Cg == 1) mit den dortigen übereinstimmen , so 
sind es überhaupt dieselben Grössen, d. h. wir haben aus § 8, (19): 
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und demnach wird aas (26): 

p p p 

(28) DPA») = ^ AW + ^^™ A^AÄ) + ^M ^YK») + . . . 

+ ?l^ Am 

Nehmen wir nun hierin den speciellen Werth: 

(29) W = ^^ 
an, so ist: 

A/'(Ä) = 



Ä+2 Ä+1 (Ä+l)(Ä+2) 

(80) \ ^'A*) = (Ä+2){Ä+3) + (Ä+lHÄ+2) =^ (Ä+l)(Ä+2)(Ä+3) 

l^ n'*; (Ä+l)...(Ä+p+i)— (Ä+l)(Ä+jp+l)[Ä+i>]' 

folglich nach (28): 

p p p p 

(^1) -^'^ (i+ji)™— S^p: IÄ+2~Ä+3'^Ä+^ •••- Ä+jp+lj 

daher ist für Ä = und p = 2m und 2w — 1, wie der Vergleich mit 
LXrV und LXIV^ zeigt: 

(32) '[''" (iT-JL. -<-""" ^- 

1 [^-'(iTs)]... - »• 

Diese Formeln, deren Aehnlichkeit mit § 8 (12) der Leser wohl schon 
selbst mit Interesse wahrgenommen hat, verdanken wir, wie gesagt, Bauer ^) 
und sie sagen also aus: 

Wenn von der Eeihe 1 , -1-, -J- . . . die Differenzreihe gebildet wird, 
wenn deren Glieder bez. mit den Zahlen 1 , 2 , 3 . . . multiplicirt werden 
und wieder die Differenzreihe gebildet wird, wenn deren Glieder wiederum 
mit den Zahlen 1, 2, 8 . . . multiplicirt werden und abermals die Differenz- 



J. für Math. Bd. 58 (1861) p. 292. Bauer gebraucht übrigens die 

Grössen Jv^, welche mit a^ durch die Gleichungen (8)a und (8)b zusammenhängen; 
auch haben bei Bauer die Zeichen £^ und B eine etwas andere Bedeutung als 
bei uns. 
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reihe gebildet wird, und so fort, dann sind die Anfangsglieder dieser 
Differenzreihen von der zweiten an: 

Z. B. 

-i-i -i -i -i-i -i 

in -üV -Vir -tV -ä 

— "sV ^ — rlir — tJt 

VI Ar =^3 Ä 

vn 

Wie man sieht, sind auch die 2*®" Glieder der Differenz- und der Zwischen- 
reihen ± Bfn oder ± ^ ^m» doch wollen wir den einfachen Beweis dafür 
übergehen. Hingegen lässt sich hier am leichtesten der Beweis einiger 
yon Bauer angegebenen Recursionsformeln anschliessen, die jedoch schon 
etwa dreizehn Jahre zuvor von Schlömilch^) aufgefunden sind« Es ist 
(siehe (28)): 

Iff(h) = A ((Ä + 1) 2)^~V(Ä)) = (Ä + 2) AlV'" V(Ä) + 2)^-'/l(Ä) 

= (Ä + 2) 2)^-V(Ä + l)-(Ä + l)D^-'/l(Ä) 
oder wenn z. A.: 

(33) [i)7(Ä)],.,=.^ 
gesetzt und J9 + 1 statt p geschrieben wird : 

(34) (h + 2)D^ = {h+ 1) D^ + D^"^ 

Ä+l h h 



^) Grunerts Archiv, 9. Bd. (1847) S. 333: Relationen zwischen den Facultäten- 
coefßcienten. — Die im Text angegebene Form rührt von Schlömilch her, 
während Bauer die Combinationen der Brüche 1, \, -^, ... ^ verwendet. 



90 
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hieraus för ^ as 0, 1, 2, . . . 



2i)P = 2)P 4. 2)^1 
1 

211 



'42)^ 
3 



2 2 



00 





+ (i-i+i.i+i.i)if+' + rx8^'^ 



u. s. w. 



m 



oder, wenn (7^^ ^^ Summe der Combinationen ohne Wiederholungen der 
Zahlen 1, 2, 3 ... m in der k^^ Klasse bezeichnet: 



m 



m 



m 



(35) (w+1)! D''=C^I)^ + C«_i2>^' + ... + ^0 ^^" 

00 



m 



m 



wobei (7ot = w»1, (^ 
1 



1 ist. Setzen wir nun wieder: 



m== 



Ä+l 



und j)ssl, so ist nach den Oleicfanngen (30): 



2)1 



1 



(m+l){m + 2)' % 



, l>^ = -i, 



während 2>^ D^, 2)*, . . . durch die Gleichungen (32) gegeben sind; man 



erhält denmach die Formel: 



m • ml 
2(w+2) 



m 



m 



= Cm—l Bi — Cm—S -ßg i • • 



tn — ^1 



(-l)-T-B„^l 



m ungerade 



+ 



2 



|^_j^5LJ«(^^^ ^^^^^^ 



oder getrennt (und mit m statt —3—, bez. ^): 



^^^^ ^^^^"i^^l^ = ^^^^^^ 



LXVII 



tn (2m) ! 



am 



2m 



^y^V) =C^-l£l -^^-8^2 ± ... 4-(-l)"'-^«»(2»M-l)Äm. 
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Für pssss2 erhält man andere Formeln, die auch aus den Operationen: 
LXVn— 2W.LXVI und LXVI — (2ni— 1) LXVII(w_x) hervorgehen. 
Dieses sind die am Ende des % 6 erwähnten Gleichungen. 

§ 12. 
Independente Darstelliuigen mittels der Bemoulüsohen Funotioneii. 

Es wird in der neueren Mathematik mit Recht nicht nur auf die Er- 
gebnisse einer Untersuchung Gewicht gelegt, sondern auch auf die Methode, 
durch welche sie gewonnen worden sind, und dabei diejenige bevorzugt, 
welche sich durch Einheitlichkeit der Gesichtspunkte, durch Ableitung aller 
Resultate aus derselben Quelle auszeichnet. In diesem Sinne ist eine Ab- 
handlung des H^rm Worpitzky^) beachtenswerth, in welcher alle Er- 
gebnisse aus dem einen Prindp der Umformung der Bemoullischen 
Functionen hervorgehen. Per materielle Gewinn der Abhandlung ist aller- 
dings nicht in demselben Maasse bedeutsam, denn eine grössere Anzahl von 
Formeln ist bereits früher auf anderem Wege entwickelt oder gleichsam 
nur zufällig noch nicht aufgestellt worden, wie wir dies im Einzelnen 
erkennen werden. 

Die rechte Seite der Gleichungen § 1, (14) und (15) nach Aenderung 
des Vorzeichens ihres 2*^^^ G;liedes ist voit Baabe unter Aufhebung der 
Beschränkung von x auf positive ganze Zahlen als Bernoullische Function^) 
bezeichnet worden. Nach dem Vorgang des Herrn Schlömilch erklärt 
Herr Worpitzky den (2n -f- 1) - fachen, bez. (2w + 2) -fachen Werth der- 
selben als Bernoullische Function und vrir folgen dieser Benennung und setzen: 

(1) (p(x,p) = xP — ^XP'^ + {p\ B^ xP-^ — {p\ B^xP-^±... 

p±} 
(— -1) « (p)p—i Bp^i X . . . p ungerade 

+ ' 



{—ly(p)p^iB^^^x^ . . . p gerade, 



^) Stadien über die Bemoullischen und Eulerschen Zahlen. J. für Math. 
Bd. 94 (1883) S. 203. 

^ ,Die Jacob Bernoullische Functio^^ Zürich 1848 und J. för Math. Bd. 42 
(1851) S. 348. Ziemlich gleichzeitig hat auch Malmst^n (J. far Math. Bd. 35 
(1847) S. 55) einige Hauptsätze über diese Function entwickelt (vgl. später § 21). 
Später ist es Herrn Schlömilch gelungen, die ganze Discussion durch Dar- 
stellung der Bemoullischen Function als Differentialquotient sehr wesentlich zu 
vereinfachen. (Zeitschr. für Math, und Physik, Bd. 1 (1856) S. 193 und Comp, 
der höh. Analysis, Hter Bd. an betreffender Stelle.) Auch Her mite ist auf 
dieselbe in einem Briefe an Borchardt nochmals zurückgekommen (J. f. Math. 
Bd. 79 (1875) S. 339). •— Wir beabsichtigen nicht eine nähere Discussion über 
die Bemoullischen Functionen zu geben, sondern wir werden, ohne dadurch 
Lücken entstehen zu lassen oder besonders umständlich zu sein, das Erforderliche 
darüber an betreffender Stelle aus unseren Formeln ableiten. 
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so dass für ein ganzes positives x: 

(2) iP^i + 2P-^ + .,. + {x-l)P''^^l(p{x,p) 

ist. 

Der Erklärung (1) zufolge ist (p(Xyp) eine ganze rationale Function 
^ten Grades von x. Gelingt es nun, irgend einen andern Ausdruck für die 
linke Seite von (2), etwa: 

(3) l'^* + 2^-^ + . . . + («—1)'^' = tp{x) 

zu finden, so daas \p{x) ebenfalls eine ganze rationale Function p^^ Grades 
für a? ist, so stimmen (p{Xyp) und pxp{x) in beliebig vielen positiven 
ganzen Werthen von x überein, sind also einander identisch gleich; man 
darf folglich sowohl die Coefficienten irgend welcher gleichen Potenzen 
von X einander gleich setzen, als auch die Functionen selbst fär beliebige 
Werthe von x. 

1. Man setzt (vgl. § 11, (15)) 

(4) IxP^^ {X + 1)2 + 4 (ä? + 1)3 + ... + öp (« + l)j.+i; 
wobei sich (vgl. § 11, (14)): 

(5) a,==kP — (% {k—iy + (k), {k—2y + . . . ± (Ä);fc_i V 

ergab. Die durch Vergleich mit ^^ /f entstehenden Formeln 

coincidiren entweder mit den Bau er sehen oder sind aus diesen ohne Mühe 
abzuleiten. Wir haben sie bereits in § 11 angegeben. 

2. Man setzt: 

(6) xP = Ap (aj)p + i-^i («+l)p + ip-3 («+2)p + ... + A («+i'-lV 

Die rechte Seite ist, wie die linke, eine Function p^^ Grades von x, in 
welcher der Coefficient von x^ verschwindet, was man beiderseits durch 
die Annahme x = erkennt, also lassen sich durch Vergleich der Coeffi- 
cienten der 1*®^ bis p^^ Potenz von x auf beiden Seiten von (6) die 

p . p 
Werthe von A^ bis Ap bestimmen. Bequemer verfährt man in folgender 

Art: man setzt a? = 1, 2, 3, . . . Ä, . ,. r, u. s. w.; dann erhält man folgendes 

System Gleichungen: 
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p 
8" = ^ (l> + 2)p + 4 (J'+I)p + A 



}cP = Aiip + h—l)p+ . . . . +Ak 
(k+iy = A(p + Je)p + . ..... +A,(p+ll 



P 



{r—\Y=A(p+r—2)p+ .... 4- X (p+r-Ä-l)p + ... 

p p p 

rP = A^{p + r—l\'\- .... +^(|>+r— % 4-...+4r. 

Multipliciren wir diese Gleichungen von der untersten beginnend mit 

be«. 1, — (i? + l)i, + (P + 1)2, • . • ± (i> + l)r-*-lt + (P + ^)r-k . . ., 

80 ist der Coefficient von Ak nach Hinzuftigung einiger verschwindender 
GKeder: 

(7) (|>+r-*)p — (p+r-i-l);, (i>+l)i ± ... ± (i>+l)p (jp+lW*-i 
+ (jp)p (jP+l)r-it ± Op-1)p (l>+l)r-Ä+i + ... ± {r—k)p (p+l)p 

Alle Glieder mit den Factoren (p — 1)^, (jp — 2)^ ... (r — äj — l)p ver- 
schwinden, weil ihre Argumente kleiner als p, aber, auch einschliesslich der 
letzten, nicht negativ sind. Multipliciren wir die Summe (7) mit p\ und 
bezeichnen, wie auch sonst üblich, den Zähler von (m)p mit [m]p, so bilden 
die Zahlen [i> + r — Ä;]^, [i? + r — h — 1]^, ... [r — h — l]p eine arithme- 
tische Reihe p^^ Grades, also ist die Summe (7) Null, solange Ä; <C r ist ; 

p 
der Coefficient von Ar ist aber 1, folglich: 

(8) Ir ^rP- {p-\-l\ (r—iy + {p + l\ (r— 2)P +,., 

p 
wir sehen also, dass Ar identisch ist mit dem durch (32) in § 8 (für X;s=r) 

definirten, es ist also u. A. nach § 8, (40): 

p p 

(9) Ap^i^r = Arj 
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was auch aus (6) abgeleitet werden kann, aus welcher Gleichung besonders 
leicht durch Vergleich der Coef&cienten von xp 

(10) 4 + 4 + ... + ip = p! 
folgt. Man kann nun statt (6) auch schreiben: 

(11) »P =- ii (fl;)p + i^ (» + l)p + . . . + ip (» +p— l)p. 
Sommirt man diese Gleichung för x von 1 bis x, so erhält man: 

(12) 2xP = A^{x + l)p+i + i, (« + 2)p+x + . . . + ip (« +l>)p+.. 
Der Coefßcient von x auf der rechten Seite ist: 

_ (j)-l)»l! / , g! ' 

(p+i)\ -'h'-i-t- (p^i), ^ 

J^l (p M! 1 

worin für ' , -.:' auch -. — , ,. , ^ geschrieben werden kann. Vergleicht 
(i>+l)J (iH-l)(l>)* ® '^ ■ 

man den Ausdruck (13) mit den Ooeffidenten von x auf der rechten 
Seite der Gleichungen § 1, (14) und (15) und berücksichtigt (9), so erh&lt 
man^) für p==^2fn: 



LXVin r-lV»+i^ ^ 1 r 2m~l j" 2m-3 j^ 

l.ÄVm (^ i/' /^^ = 2m(2m+l) \(2m-l)o ^^ (2m-l), ^^ 

2m— 5 ^"* 3 *"* 1 '* ) 

+ (^j=i)r ^ + - + (-1)"*"' (2«-i)^2 ^*»-' + (-*>""\2«-iv-, ^ j 

vind für p sb 2m + ^ = 

2»i+l 2m+l 2IIH-1 2m+l 

Lxvm. o = ^-^ + ^T... + (-i)-' ^- 



(2m). (2mX ^ (2m), "^ • • • ^ v '^ (2m)«^, 



+(-^)"*» 



3. Nach Gleichung (1) ist: 



9 (h 3»») - ^J^ + (2»), 2& - (2«)4 äfe? ± • • • + (- 1)" (2n),^, % 



»— 1 



^) Biese Gleichungen sowie aach (6) oder (11) imd die folgenden LXIX sind 
Herrn Worpitzky eigenthümlich (a. a. 0. form. (58), (62) u. s. w.). 
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d.i. nächVin (§2): 

(1 4) <P (i, 2n) = (-1)- ^s=i 5. 
und in gleicher Art: 

(15) 9)(f2« + l) = 0. 
Nun ist nach (2) und (12) für positive ganze x\ 

(16) 2lx-\f-^ = aI{x\ + y (« + l)p + . . . 4- %Li (X 4-^—2)^ 

also mnss der 2^ Theil dieser Gleichung auch für beliebige x richtig sein. 
Setzen wir nun j}BBs2n, x*=^\ und bedenken, dass für jeden beliebigen 
Werth von a: 

(17) (a)^==(-iy(p_«_l)^ 

also: 

(i).» — (2« — !),„. (iL = (2« - i)„ 1. s. w. 
und auch: 

an— 1 an— 1 an— 1 an~i an— 1 an— 1 

A^ "^ ^ii_i, -^2 = A%jn — 2, , . . A-n — 1 ™ •^•fi 

ist, so erhalten wir: 

otn 1 i> |an— 1 an— 1 \ 

LXIX (_l)«|^.g = 2{^i(i)„ + ...+^»-i(«-f)4 

an— 1 

+ ^,(w-i),, 

• oder auch: 

an— 1 an— 1 an— 1 

an 



{an— 1 an— X »«— j. 

2^1 {\\„ + 2^ (f)^ + ... + 2Än-r (n-f) 

an— 1 ^ 

+ ^,(n-i)^}. 

I 

(Statt der Gleichung (16) kann auch die minder einfache aus (4) folgende: 

p— 1 p— 1 p— 1 j 

(18) «1 («)2 + a2(«)8 + ...+V-l(«)p— -<P(«,i>) 

benutzt werden.) 

4. Nach Gleichung (1) ist: 

(19) . <p (i, 2n) -= (i)»« - ^ {\r-' + (2«), B, (i)«»-« :f . . . 

+ C-l)»(2'»)««-«5«-i(i)- 

(20) =^{l_4« + (-l)«5^ 
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wobei Y dieselbe Bedeutung wie in § 7, Gleichungen (21) hat. Benutzt 
man nun die Gleichung (25) desselben Paragraphen, so gelangt man leicht zu: 

(21) ß„ = ?-i|^-ii B„ =.(-1)" - (2li=q-ij . <P (h 2«) 

und kann mittels der Ausdrücke (19) oder (18) oder (16) für q){^, 2n) 
Gleichungen für ß„ bilden. 

Entsprechend ist: 

(22) ^(|,2« + 1)=.j4j{i-H^.2*+z}, 

wobei Z die Bedeutung hat: 

(23) Z = (2w + 1)2-Bi2*— (2n-hl)4^j28±... 

+ (_l)n+i(2n+l),„5„2*". 

Zieht man hiervon die unmittelbar aus V folgende Gleichung: 

2n = (2n + 1)^ B^ 2« — (2w + 1)^ ^^ 2^ ± . . . + (—1)"+^ (2w+l)2„ Bn 2«« 

ab, so folgt nach leichter Umformung gemäss XY: 

(24) Z — 2n = (2w + 1) {(— 1)"+^ a,« + 1 J 
und denmach aus (22): 

(25) <p (i, 2« + 1) = (-1)»+> ^^**+1\"" 

und es können somit für oLn aus (1) (oder (22)) (16) und (18) Ausdrücke 
gewonnen werden. Der erstere ist^): 



~i— • • . 



LXX (— D" a„ = 2;ij-j {4«+!— (2n+l), B^ 2* + (2«+l), B^ 2 

+ (— 1)"(2«+1),„5„2«»}. 

5. Bildet man die Bernoullische Function nach der Methode von 
Schlömilch und wendet gewisse Beihenentwickelungen an, so grelangt man 
zur Laplaceschen Formel und den Formeln, welche Scherk in seinen 
beiden Abhandlungen über diesen Gegenstand aufgestellt hat und mit denen 
wir uns in den §§ 8 — 10 beschäftigt haben. 

p 
Herr Worpitzky führt noch eine mit a^^ nahe zusanunenhängende 

p 
Zahl tik ein, wodurch er einigen Formeln ein geschickteres Aussehen ver- 



^) Worpitzky form. (66). 



I 
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leiht. Auch leitet er nach seinem Princip Becursionsformeln ab, zu 
denen eigentlich auch die obige LXX gehört. In beiderlei Beziehung ver- 
weisen wir auf die Abhandlung selbst. 

§ 13. 

Foxmeln minder einflaohen Baues. (Ck>mbinatoriBohe AnBdrüoke« 

Formeln, welche Potenssummen enthalten. Zusaomienhang der 

Bemoullisohen Zahlen mit den Einheitswurseln.) 

1. Wenn eine Gleichung von der Form: 

(1) lg (1 + A ^ + -^2 w* + ^8 «^ + ...) = % w + »2 w* -f aj w^ + • • • 

ezistirt, so besteht, wie wir in § 4 gesehen haben, zwischen den Grössen 
A und a eine Becnrsionsfonnel (s. daselbst (16)); es lassen sich aber auch 
die ak in combinatorischer Art durch die Äk ausdrücken, und umgekehrt. 
Ist nämlich der Absolutwerth : 

so ist: 

(2) lg{l+Ä^u+A^u^ + ...)={A^u+J^u^ + ...)—i(Ä^u + A^u^ + ,..y 

Auf der rechten Seite kommt te'" in den ersten m Klammem vor; in der 
^ten ig^ ^»« (ißj. Coefficient davon, und wenn r < *» ist, so giebt der 

polynomische Lehrsatz den Ooefficienten von u'^ in (Ai u -\- A^ u^ •^~ . . .y. 



m 



Bezeichnen wir denselben mit Cr (A^, ^, ... Af^), wobei /U eine Abkürzung 
für m — r+1 sein soll, so ist: 



»» r! 



(3) Cr (A^, A^, . . . Af^) — ^ p^lp^\...p^\ ^i^-'^f!" 

wobei die j?i JP2 • • • Pfi &uf alle mögliche Arten so als ganze, nicht negative 
Zahlen zu wählen sind, dass die beiden Gleichungen: 

durch sie befriedigt werden.^) Nunmehr folgt durch Vergleich der rechten 
Seiten von (2) und (1): 



^) Der stndirende Leser suche zu beweisen, dass die Anzahl der von Null 
yeischiedenen p, die den Gleichungen: 



( 



Pi+ Pt+ JPs + ... = r 

Pl+ 2i>2 + 3P3 + ... = W 



Saalsehüti. 
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m m ' m 

(6) an'^Ci (Äi,...Am) — i CgC-^i, ... -4OT-i) + iQ(-^i»---Ai-a) + ." 

I 



m m 



wobei übrigens (7^ (-l^, . . . A^) == -4«, , (7^ (-4^) = ^J* ist. 

^ Betrachtet man beide Seiten von (1) als Exponenten von e, so kommt 
man leicht zu folgender Gleichung: 

(6) ^m— Ci(ai,...0+ 2!^2(öl«---«»«-l) + ••• +-^^m(ai)- 

Diese beiden Gleichungen lassen sich noch in eine bequemere Form bringen. 
Da nftmlich r nach einander die Werthe 1, 2, 3 ... m annimmt, kann man 
von der ersten Gleichung (4) als Bedingungsgleichung absehen und den 
Ausdruck in anderer Art, nach abnehmenden p ordnen, d. h. so dass, wemi 
man sich Pi P2 Ps - > - Pm ft^s Zahl in dem System mit der Grundzahl m 
(oder >> m, aber dann nur als m-stellige Zahl) hingeschrieben denkt, diese 

Zahlen inmier kleiner werden. Der Coefficient von jl^ j!^^ ... ist dami: 
i—iy-'^ /''T^V ^d also: 

(r-1)! 

wobei die Gleichung: 

(8) p^ + 2p^ + Sp^ + ... + mp„, = m 

erfüllt sein muss , und r als Abkürzung für Pi -{- P2 -\- " - -{' Pm ^^' 
behalten ist. 

Noch einfocher ¥rird die Gleichung (6), nämlich: 
wieder unter Voraussetzung von (8). 



(7) «„ == 2 (-ir^ Jl:^pl.. ^' ^' <' • • - («'=^) 



. • 



genügen, höchstens die kleinere der beiden Zahlen: 



[V81W 1 1 n 
- — ^ 1 ist. (Das Zeichen [a] bedeutet die 

grösste in a enthaltene ganze Zahl.) 
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Die Gleichung (7) giebt noch zu einer anderen Bemerkung Yeranlassung. 
Zwischen den Coefficienten einer algebraischen Gleichung: 

a;« — d a?»-» + C^ ic»-* T • •• ± ^n = 

• 

tmd den Potenzsmnmen ihrer Wurzeln 8^^ S^j ... 8m bestehen bekanntlich 
die Newtonschen Beziehungen von folgender Form (wobei m ^ n voraus- 
gesetzt wird): 

(10) iS^ — CiÄ|„_i + Cs,S«_,HF... ±0^.1^1 TwC« — 0; 

die independente Auflösung derselben ist von Waring^) gegeben und lautet: 

- . . *" • 

Sm — <'-mC;"-V, + S ( 2 Pa,ß,r... Gl < C[..) Cf* 

8 a,/J,y... 

wobei 

2a + 3^+4;' + ... = m — * 

sein muss und 

a + iS + / 4- . . . = s 

gesetzt ist. Dies ist aber in wenig geänderter Form: 

f 5„=(-ir«»2 (-i)^ «,!l7iy (f^'c^'C,'... 



(11) 



lOt ! f>9 1 1). ! . . . 



Pl +^P2 + ^PS + ... — W 

^=1>1 +i>2 +PS + ••• 



Vergleicht man hiermit die Gleichung (7), so sieht man, dass man sie nur 
mit ( — l)"*""*!» zu multipliciren hat, um als rechte Seite genau die 
Waringsche Form (mit A/i statt (7/^) benutzen zu können. Dies darf aber 
auch nicht weiter auffallen, denn setzt man in (10): S>„ = ( — 1)*""* wa»! 
und überhaupt Si= ( — l)*~^Ä:aA, so geht daraus nach Forthebung von 
( — 1)**"^ eine Gleichung hervor, die sich als identisch mit § 4, (16) erweist. 

Wenden wir (7) auf die Gleichungen (22) des § 2 an, so gelangen wir, 



smo; 



indem far und cosa? die Reihen genommen werden imd — x^ als u 



X 



bezeichnet wird, zu folgenden, inhaltlich von Stern ^ aufgestellten Formeln: 



^) Meditationes algebraicae, 8. Aufl. Cambridge 1782, S. 1. 

^ J. f&r Math. Bd. 26 (1848) S. 88. — Stern, von dem auch die weiterhin 
folgenden Gleichungen LXXn bis LXXY herrühren, wendet dabei die ursprüng- 
lichen Formen (5) und (6) an. 

7* 
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(- 



LXXI^ 



^ w.(2m)! 



pttptt •" 



p> 



y V^ra«.^ — ^ l ij j)Jj).!... Uv Ui/ "•l(2m)!J • 



(2m)! 



2 (■ 

Pl» PI ••• 



Erinnert man sich der Euler sehen Methode, die reeiproken Potenzsummen 
zu bestimmen, welche an die oben erwähnten Newtonschen Gleichungen 
anknüpft;, so erkennt man, dass sich auch im Anschluss daran die vor- 
stehenden Formeln beweisen lassen. 



Aus der Gleichung (§ 4, (18)): 
folgen nach (7) und (9) die beiden: 



&. a.2 J. A. a;4 4. 



TiXXTI 



ß^ 



m 



{2m) \ 



2,_.y_i (r-1)! (€cAPi (oAPi ( «m \^m 
^ ^ ^ i>MJ... l2!J Uv •••l(2m)i; ^ 



/»i»Paf» 



■t.TTCm «m —'S 1 /^fe\^/ft\P' / /»m \P~ 

^'^^^'^ (2»)! — -2 pjp,!...(2!J ^4!/ -'IcälÖ!; ' 



Pii Pa •• 



Benutzen wir endlich die Gleichung (14) des § 4, so ist mit Bücksicht 
auf (10), (15) und (5) desselben Paragraphen: 



ffm 



2*"+»(2in+l)! 



LXXIV l 






i>i+2p2+ . . .+(2w+l)jPaiii+i = 2i»+l 



LXXV 



1 



ßm _^ 



2*»+i (2w)! 



2/ 1 \r-l (^-~^)^ jPi jP» J^»« 

V ^^ O »O » ^ -«2 ••• -^m ' 



^=i>i +JP2 + ••• +JPa< 



2m 



worm 



^^ = 



/ 



(-1)' 

2«*»;l 

k 

2«*fc! 



. . . k ungerade 



. . . k gerade, 



von welchen Gleichungen LXXIY die einzige dieses Paragraphen ist, welche 
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explicite a^ dorcli bekannte Grössen, allerdings in höchst complicirter 
Weise ausdruckt. 

Einige Becnrsionsformeln zwischen den B. Z. und zwischen den 
Tangentencoefficienten lassen sich auch direct mit Gleichung (10) in Zu- 
sammenhang bringen, z.B. IT, welche sich nach Multiplication mit 2 : (2m-|-2)I 
in der Form darstellt: 



* ß1 /9.>i^i.At + ••• + ( 1) 



(2m)\ 4!(2m--2)l ' 61 {2w^4)! ^ ••• • v */ (2w)! 21 
Diese Gleichung entsteht nun aus (10), indem man: 



{2k) V ^^ (2Ä+2)! 
setzt, also hat man nach (11): 

i^ (-'^'sfe-^s ,(-»-■ (I)" (ir- (iäÄyir- 

welche mit der ersten LXXI zu vergleichen ist.^) 

2. Eine andere independente Darstellung der B. Z. hat Eronecker^) 
aus der Interpolationsformel von Lagrange abgeleitet. Ist u eine von x 
abhängige Grösse und sind u^ u^ u^ . , . Un ^'^ Werthe, welche dieselbe 
bezüglich for x «= Xq, x^, ^2> • • * ^n annimmt, so lautet die Formel^): 

^ ^ («0— ^i) («0— «2) • • • (^0—^«) ® («i—«o) (a^— «2) • • • («1— «n) ^'^'" 



{x — agp) {x — Xi) ... (x — ggn— 1) 

{Xn — Xq) (Xn — X^) . . . (Xn — Xn—l) 



diese Gleichung gilt streng, wenn u eine ganze rationale Function n^^ 
Grades von x ist. Setzen wir darin Xk = Tc, so wird sie : 

l\ q\ u — (—^ \n r (a?— l)(ar— 2)...(a ?-n) x(x—2) .,. {x-n) 
(Id; u_( 1) I w, ii(n-l)! ^ 

a;(a;— l)(a?--3)...(a;^n) , ^,„ a;(a?— l)(a:— 2) ...(a;— n+1) ^^ ) 

■* 21(n-2)I «2 H" - "i" k— Aj ;^j «*n|. 

^) Für die Eul ersehen Zahlen giebt es keine Gleichung der Art wie LXXI 
und LXXYI (wo auf der rechten Seite der höchste Index von p gleich dem Index 
anf der linken Seite ist), weil die Secante for keinen reellen oder complexen 
endlichen Werth von x verschwindet. 

^) Bemerkungen zu der [in demselben Heft enthaltenen] Abhandlung des 
Herrn Worpitzky, J. far Math. Bd. 94 (1883), S. 268. 

^ Siehe Cauchy, Algebr. Analysis Cap. 3 und Note V. 



102 Zweiter Abschnitt. Unabh&ngige Danitelliingen. 

Wir setzen jetzt: 

(14) u = l«-i + 2'«-» + 3"-i + . . . + (a:— 1)«-^ 
also nach § 1, (14) bis (16): 

(15) ^ = ^_^+(n),f ^«-«T... 



+ < 



«+1 
( — 1) « Bn^x . . . . w ungerade 

2 

(— 1)^^^„ 1^* • • »gerade, 



hieraus folgt, dass u eine ganze rationale Function n^^ Grades von x ist; 
für 2; = folgt aus (15): Wq = 0, für a? «b 1 aus (14) oder aus den 

Gleichungen 1, 11, je nachdem ^ oder ^— i gleich m gesetzt wird: f«i=0. 

Die übrigen Werthe: 



n-l 



==» 1»- 1, wg == 1~- 1 + 2»-^ . . . w„ = 1»-^ + 2«-i + . .. + (n— 1) 

ergeben sich aus (14). Setzen wir nun in (13) für te den obigen Werth 
(15) ein, nehmen n ungerade = 2m -f- 1 an, und vergleichen beiderseits 
die GoefGcienten von Xj so erhalten wir die Gleichung: 

Dies ist die Eroneckersche Formel fiir B^f an welche sich unmittelbar 
für n ae 2m -f- 2 die folgende anschliesst : 

LXXVn^ = (^+^)« I2m+i _ (2^+2)8 (lam+i 4. 2*«+i) ± ... 

+ ^^"^^^'g""' C^"^"^' + ^'^"^' + . . . + (2m + l)*»+i). 

Diese Formeln können mit den Bauerschen (§ 11) LXrV und LXiV» 
(letztere mit 2m -{-l statt 2m — 1) in einen gewissen Zusammenhang gebracht 
werden. Ordnet man nämlich die Formeln nach den Potenzen 1^ 2*^, 3*^... 
bezüglich l*"»+i, 2«^+!, S^^H-i..., so sind die Coefficienten von *«»» in 
LXXVn und LXrvr, sowie von Ä^^+i in LXXVll» und hX£V^ ein- 
ander gleich. 
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Der Coeffioient von Ä^ in der ersteren Oleichong sei ( — 1)*— ^ JT*,' 
in der letzteren ( — 1)*—^ O*. Dann ist; 

ri6^ n — (^^H-lW i (2m+l)/fc4, (2w+i)tin+i 

^ -i o; 2 ^ ^-pj ]fc + 2 ± • • • ± 2m + l 

und wie aus der Bedeutung von a^ (g 8, (16)) leicht abzuleiten: 

(17) C* — j-pf + -j-p^- + yqrg- + . . . + 2m+l • 
Sei nun: 

(18) ^(n.») = ^*- ^ + ^:F... + (-1)--* ^; 

multiplidren wir dann die Gleichungen: 

{n)k — (n— 1)a«i + (n— 1)a 
(»)a+i = (»— 1)a + (n— 1)a+i 

(*»)A+a = (» — 1)a+i + (»— l)A+a 



(»)„ =^(n— 1)„«i 

bezüglich mit den Factoren p — , ^ , + , . g , ... ± — und addiren, 
so erhalten wir mit Bücksicht auf die leicht erweisliche Gleichung: 

fl9> (5lll)5=i_ (^rdk 4- (^— ^)*-H y 4.c__i)«-A (n— l)n-i _ (»>--l)>-^ 
folgende Beziehung: 

9 («, A) = Ö^=^ + 99 («—1, Ä); 
ebenso ist: 

?) (n- 1, Ä) = ^-^^=^ + 9» (n- 2, Ä) 

y(«-2,Ä) = ^^^=g=i + <p{n—%h) 

Die Addition dieser Gleichungen giebt. den Werth von q) (n, h) und der 
Vergleich mit (18) die Identität: 

_ (n-l)^_, , (n-2)^_, (n--3),^_, Wa-i , (^-1)a-i 

— ^ -t" ^__i -t- ^_2 "^ ••• "T" Ä+l "T- ^ 
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Substituirt man hierin n «=» 2m -f- l? ^ *= ^ + 1» so ergiebt sidi die 
Gleichheit von /J^ und C^^). 

3. Setzt man in (14) des § 1 ^s» 1, 2, 3 ... m, so kann man ans 
dem entstehenden Gleichtmgssystem B^, B2 ... B^ berechnen; auf diese 
Weise gelangt man zu folgender Fomiel, deren speciellere Ableitung hier 
übergangen werden soll: 

^ ^ ^ m (2m)m *" 
LXXVm {worin: 

ft = 13« + 2^+ ... + Ä»»« — ^!±i±^ . P« 



2(2m+l) 



S 2m— 1 

Fl 



1 2 (2»H-1)* 



Diese Formel ist der obigen Krön eck ersehen, an deren Bau sie erinnert, 
insofern vorzuziehen, als sie nur halb so viel Glieder hat, als jene, ohne 
sich jedoch deshalb durch besondere Einfachheit auszuzeichnen. Sie steht 
übrigens mit der Worpitzky sehen Formel LXVIII in ähnlichem Zusammen- 
hang, wie die Eroneckersche mit der Bauerschen. Ordnet man nämlich 

die beiden Formeln LXXVm und LXVm nach den Grössen 1*», 2^, . . . »i*» 

- p 
(wozu für die Worpitzkysche die Gleichung §12, (8) für die Ak benutzt 

werden muss), so findet sich, dass wieder die Goefficienten von k^^ über- 
einstimmen; aber auch dafür soll der, nicht ganz einfache, Beweis an dieser 
Stelle unterdrückt werden. 

» 

4. Ein eigenthümlicher Zusanmienhang zwischen den B. Z. und den 
Wurzeln der Einheit ist von Kronecker aufgefunden worden.^ Es ge- 
lingt ihm nämlich im Allgemeinen, zwei gewisse symmetrische Functionen 
der willkürlich anzunehmenden Grössen a, &, c, . . . durch Potenzsummen 
derselben und durch die B. Z. auszudrücken, woraus bei besonderer An- 
nahme von . a, 5, c, . . . Formeln für die B. Z. sich ergeben. 

Seien P^ und J^^ folgende, symmetrische Functionen der n Grössen 

Cv, Uf 0, . • • 



^) Ninmit man 7i = 1 an, so entsteht die nette Gleichung : 

Wi_(«)2,W8_ o.^!?)« — 1-Li-Li-L o-l 

1 2 "^ 8 -^'"^ n ~"*"2"*'3"*"""^n' 

') Sur quelques fonctions sym^triques et sur les nombres de Bemoulli. 
LiouviUe J., H. Serie, 1. 1 (1856) p. 385. 
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(21) Pk = ^i±a±h±c±...y, 

(22) -BÄ = 2'±(±a±&±c±.. .)*, 

wobei alle möglipben Combinationdn der vor a, b, c, . . . stehenden Zeichen 
zu nehmen und die k^^ Potenzen (k positive ganze Zahl) der Elanunem 
für P/c zu addiren, für R/c mit dem Vorzeichen, welches gleich dem Prodnct 
der Zeichen in der Klammer ist, zu versehen und dann zu addiren sind; 
die Anzahl der Elammei^ ist dabei als Anzahl der Variationen von zwei 
Elementen in der fff^ Klasse mit Wiederholungen gleich 2**. 

Z. B. ist für ne^2: 

P^ == (a + hf 4- (« — hy^ + {—a + bf + (—a — hf 
Bk = {a + If —{a — hf—{—a'\'hf + {—a — hf. 

Aus der Definition folgt sofort, dass: 

ein ungerades A:: P^ = 
ein gerades k: Pfc = 2 2'(+ « ± & ± c ± . . .)* 



(für eil 
(für ei 



ist. Für JRjcj dem wir mitunter, um uns kürzer ausdrücken zu können, 
noch den oberen Index n geben, gelten folgende Sätze: 

n 

(Rf^ s= 0, wenn Ä < » 

In 

(24) < jB^ =s 0, wenn n ^J- * ungerade 

li„= 2»«! ahc ... 

Dieselben lassen sich direct beweisen, ergeben sich aber noch leichter aus 
dem Folgenden. 

Sei nun: 

(25) F{x) = {e^ + e-^) (e*^ + c"**) {e^ + e-^^) . . . 

80 ist auch: 

= l+(a + h + c+ ...)x + {a + b + c+ ...y^ + ... 

+ l+{^+b+c+...)x + {-a+b+c+...yf + ... 
+ etc. 

= 2- + P^x+P,^ + Ps^ + ... 
oder nach (23): 

(26) Jl(a,) = 2» + P3|-j + P,|5 + ... 



1 
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Differentüren wir (25), nachdem beiderseits Logarithmen genommen worden, 
80 erhalten wir: 

oder nach § 9, (2): 

also, wenn wir die Bezeichnung: 

(27) «,„ = a^ + 6« + c^ -f . . . 

einfahren : 

Multipliciren wir diese Gleichung mit F{x\ setzen für F(x) den Ausdruck 
aus (26) und für F'(x) dessen Diflferentialquotienten, so erhalten wir die 
Gleichung : 



Mittels der Abkürzungen: 
wird diese Qleichiing: 

(30) S(-i)* 2Äi>M«»*-i-(n-S(-i)*i>tt«**)S(-i)*+*Stt«**-'=o; 

1 11 

und wenn der Coefficient von a?«*"""^ gleich Null gesetzt wird, so giebt dies: 

Vermittelst dieser Gleichung, in welcher die Anzahl n der Grössen 
a, &, c, . . . unabhängig von m ist, kann man, wenn man die B. Z. als be- 
kannt annimmt (mit Benutzung von (29)), successive p^, i>4 • • • Pim ^^ 
hieraus P^m durch die Potenzsummen S^, S^, , , , S^m ^uicL bekannte Grössen 
ausdrücken, aber dies kann auch in combinatorischer Art direct für p^ ge- 
schehen, denn, setzt man: 

(32) 82k = 2(Tä, Pu = (— 1)* q. 
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wodurch obige (81) in: 

(33) Om — qi (Tm-i +ft <>m-.2 T .- • ± «m-i <>! T fnq„ — 

übergeht, so sind die ök die Summen der k^'^ Potenzen der Wurzeln der 
Gleichung : 

(34) y*« — 3iy"-^ + «2y''-*T... = o m^n 

und 8^ die Summe der (2Ä;)^'^ Potenzen der Wurzeln der G-leichung: 

(35) £?«" — äi £r««-« + q^ £f««-* + . . . = 

und nun kann man die Gleichung (33), die als Newtonsche Formel sich 
erweist (wenn man darin nach einander t» bb 1, 2, 3, . . . m gesetzt denkt), 
für die g^^ auflösen und erhält^): 

qm = ^Q-a.ß.Y,^,,. ö" <y, öl dl... 

wobei: 

0L + 2ß+Sy + Ad + ... = m 

ea.^,y.a... = (-i/+'"^- •{«! 2ßß\ syi 4'di...}-\ 

Ans q^n findet man dann pj^ und P^,. 

Man kann aber auch, was für uns das Wichtigere ist, die Gleichung (31) 
oder (33) zur Bestimmung der Tangentencoefficienten, und somit der B. Z. 
benutzen, indem man für die a, 6, . . . geeignete Substitutionen anwendet. 
Diese kann man so w&hlen, dass die|)^ entweder möglichst einfach werden, 
oder in möglichst geringer Zahl auftreten. Die zweite Modalität findet 
sich bei Eronecker verwendet, doch mögen auch der ersten einige Zeilen 
gewidmet werden. Setzen wir: 

(36) a = l, 6 = c=... = 0, w=l, 

so wird: 

Pik = 2, Sit = 1» 

und die Gleichung (33) wird zu XIV. — Setzen wir: 

(37) a=l, 6=1, c = ... = 0, w = 2, 

* 

so wird: 

Pa^ = 2.2^ = 2*^+i, Ä2Ä— 2 

und die Gleichung (33) geht in folgende über: 

LXXK ß^ — (2w— 1)2 2/8^«i + (2t»— 1)4 2^ß^^^ + . . . 

+ (-l)«»-i (2m— l)ft„-, 2««»-» Ä + (— 1)»» 2a'»-a = 0, 

^) Siehe Serret, Höhere Algebra (deutsch von Wertheim) l.Bd. §201. 
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woraus mittels der Waringschen Formel (11) diese: 

LXXX (-l)"-'Om _^ ( iy_i (r-1)! /2'\^ /2»^Y- 

^-'^^ »(2m-l)! ~ -f ^ *'' l,!A.l... lilj •••l(äJörj 

entfliesst^). Und in dieser Art können durch andere Substitutionen ans 
(83) beliebig viele Becursionsformeln und dann durch (11) gleichzeitig die 
zugehörige independente Darstellung für die Tangentencoefficienten gebildet 
werden. 

Kronecker nimmt die Grössen a, b, c u. s. w. als die 2m Wurzek 
der Gleichung: 

(38) a?>^ — 1 = 

also n =s 2m an. Setzt man in (10) ju statt m, so lautet die Gleichung 
far // ^ 2m: 

(39) { ^ "^ • 

{89m — 2m = jLL = 2m 

also wird aus (31): 

«jtoi + 2mjpa^ = 

und dann nach (29) und weil S^m = ^^ ist: 



1 



/8m ==(-1^+^ ^»" 



2*^ 2m 

LXXXI ^oder: 

y ^m \ ^) 24m ^2»« — 1) » 

worin die 2m Grössen a, 6, c, . . . die (2m)*®" Wurzeln der Einheit sind. 
So ist z. B. für m= 2: 

a=l, b = — 1, c = i, d s=s — i 
demüach : 

P^ = 2 |o + (2i)* + (— 2i)* 4. + 24 4- (2 + 2i)* + (2—2*)* + 2*1 = — 128 

» 
und hiermit: 

ß — ^2^ — 2 

P^ — 1671 — ^- 



^) Die Gleichung LXXIX entsteht auch aus XYII, wenn man darin ftir 
am— i9 a«.i_s n. s. w. die Gleichung XV verwendet, und ebenso entsteht aus XV 
mittels XVUIa eine für die Secantencoef&cienten. Verfasser bemerkt noch persönlich, 
dass er durch die Resultate der obigen Substitutionen (36) und (37) auf die An- 
wendung der New ton sehen Formeln und das, was damit zusammenhängt, in 
Nr. 1 dieses Paragraphen geführt wurde. 
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Trotz des geringen praktischen Nutzens der Gleichungen LXXXT erscheint 
doch der durch sie klargelegte Zusammenhang der B. Z. mit den Einheits- 
wnrzeln dem YerfiBSser von hohem Interesse. 

Ueber den zweiten Theil dieser Abhandlung können wir nunmehr, 
ohne unverständlich zu werden, kürzer referiren. Sei 

(40) 0{x) — (e^ — er^) (e*^ — e~*^) (e^^ — e-^) . . ., 

so ist auch 

(41) 0{X) = i: ± ^^±b±o± ...)x 

wo das Zeichen vor e gleich dem Product der Zeichen im Exponenten zu 
nehmen ist. Also wird: 

n 

(42) <P(*) = Sn'«*- 

Nun beginnen die Klammem in (40) mit bez. 2aXy 2bXf 2cx u. s. w., 

n n 

also <P(a?) mit 2"a6c...a?", daher ist Bn = 2" n\ abc . .. und Ä^^ = 
für k <Cn', femer enthält jede Klammer nur ungerade Potenzen von x, 
also ^x) für gerades n nur gerade, für ungerades n nur ungerade, somit 

n 

muss i^A 3= sein, wenn k und n verschiedenartig sind; hiermit sind die 
S&tze (24) bewiesen. Es ist also: 

(43) 0(^,^^%.B„^^^^. 

Wird nun wieder die Gleichung (40) logarithmisch differentiirt, so ent- 
steht bei Benutzung der Gleichung § 2, (5): 

^(x) X ^ ^^ ^ {2k)\ * '. 

Die weitere Behandlung ist ganz analog derjenigen des ersten Theiles und 
fährt bei Anwendung der Abkürzungen: 

/ n 



(44) { 



» (n + 2*)! 






(2Jb)! ~ '»* 
zur Gleichong: 
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und schliesslich zur Formel: 

LXXXn ^^=(-l)i»-__§L^^_(.l)m, 2±{±a±b'±e±..,r 



2^(2m+l)...(4in) ^ ^ " 2*^(2fiH.l)(2in+2)(2fii+3)...(4ii»y 

wenn a, h, c, . . . wie oben die Wurzeln der Gleichung (38) sind. 
Für n»aBs2 ist z. B. wieder: 

as=sl, 6 = — 1, csBsi, ds= — i, 
R^ = 2 |o— (2i)8 — (— 2*)8 + 0—28 + (2 + 2»)« + (2— 2i)8 — 24 



nnd hieraus: 



= 2 . 2« . 28 = 211 . 7 



2" . 7 
^2 "^ 28.5.6.7.8 "" ^' 



wie es sein soll. 



§ 14. 
Darstellimg durch bestimmte Integrale. 

Wenn es nur darauf ankäme, Näherungswerthe für die B. Z. oder die 
Eulerschen Zahlen zu finden — und dabei kämen nur die weiter hinaus 
gelegenen in Betracht — , so wäre es am einfachsten, für die B. Z. die 
Gleichung § 2, (12) und für die Eulerschen Zahlen die 2^ Gleichung (12) 
des § 4 anzuwenden, indem sich S^m b^z. Ugm+i sehr bald durch 1 ersetzen 
Hessen. Weit complicirter ist die Berechnung eines bestinunten Integrals, 
das sich durch keinen geschlossenen Ausdruck darstellen Iftsst; das ist aber 
bei den folgenden nicht angänglich, und so wäre es sehr unzweckmässig, 
mittels dieser bestinmiten Integrale die Bernoullischen oder Eulerschen 
Zahlen berechnen zu wollen, zumal das Interesse sich meistens an den 
genauen Werth derselben heftet. Wir haben daher die Ueberschrift dieses 
Paragraphen so zu verstehen, dass wir einerseits werden in den Stand 
gesetzt werden, gewisse bestinmite Integrale durch die als bekannt voraas- 
zusetzenden Eulerschen und Bernoullischen Zahlen auszudrücken, und 
dass wir andererseits ein neues Beweismittel für die Beziehungen zwischen 
den genannten Zahlen erhalten. 

Die Ersten, welche die B. Z. mit bestimmten Integralen in Zusammen- 
hang brachten, scheinen Plana xmdAbeli) gewesen zu sein. Unabhängig 
von ihnen hat Schlömilch bestinmite Integrale för die B. Z. sowie fcir 



^j Plana, wie Catalan angiebt in den M^m. de TAcad^mie de Turin 1820, 
Abel, Oeayres complätes t. IL Abhandl. XYIII, 2 (p. 235). Beide haben dasselbe, 
im Text als LXXXIY bezeichnete, Integral angegeben. 
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die Tangenten- und Secantencoefficienten aufgefunden^) und später Catalan 
diesen noch einige von anderer Art hinzugefugt. 

Herr Schlömilch geht von den beiden Gleichungen (mit leichter 
Aenderung im 2^'^ Integral): 

,-v T , coB(a;d)dd 1 









.rt\ T f sin {x9) de . e^-^e-x 

aus, deren Richtigkeit sich in folgender Art beweisen lässt. Sei: 

QO 00 

f 6-«* cos (xß) de===U, f e-«* sin (xß) dß = F, 



(8) 

8<^ folgt durch partielle Integration (unter Voraussetzung eines positiven a): 

ü='- — - V 

a a 

F= - ü 

cc 
und hieraus: 



a^+Ä*' a^+x 



Nun ist: 
(5) 

(6) 



cos(a:ö)(e""^'^— c"ir*+c~^* + ...)(iö, 



J2= j sin(«ö)(c"^^+e"""sr«-|.e-T*4....)e?Ö, 



es sind also in ü'und V für a nacheinander -^, -5-, -0- u. s. w. zu setzen, 

u o a 

und die entstehenden Ausdrücke mit abwechselnden, bez. gleichen Zeichen 
zu Summiren; setzt man femer in den Partialbruch-Entwickelungen fär 
sec^ und tg«, um am leichtesten zum Resultat zu gelangen ix statt x^ 
so kommt man zu folgenden bekannten Gleichungen: 

__!___ o-/_l 8 , 5 _ \ 

e^+e-^ ~ W+4x^ (ßny+4x^ "^ (5«)«+4a?» "^ '") 

e^-g--^ _Q^/ 1 I 1 , 1 , \ 



^) Granerts Archiv 1. Bd. (1841) S. 360 und 3. Bd. (1843) S. 9. 
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Die Anwendung derselben bei der Summation führt unmittelbar zu den 
Gleichungen (1) und (2). Entwickelt man deren beide Seiten nach Potenzen 
Yon X und benutzt dabei für die rechten Seiten die Gleichungen (1) und (2) 
des § 9, so erh&lt man durch Vergleichung die Formeln: 

Lxxxm -T J"^^ =i'n. 

Jo e» +e~ « 

LXXXIV 7 g^^^tg = i ß"" 

Jo e« —e 2 

Das 2^ Integral lässt sich noch in bemerkenswerther Art umformen. Setzt 
man links 2ß statt und dividirt beide Seiten durch 2^, so wird mit 
Benutzung des Werthes § 4, (3) für ß^ : 

und hieraus: 

{R\ T ^*""'^^ a. T ^*"'"' ^^ _ (2*" — 1) ^t 

zieht man diese Gleichung von der auf die Form: 





gebrachten (7) ab, so erhält man: 



00 7t0 

e ^ e»^-^ de 2«"» (2** — 1) ^m 

g*^ — 1 4m 



00 



I' e*»--'de , ? e»"--^<ge (2»*"-l) 
^ ' +^ Jo e-r + 1 



-1)(2»— i-l)Ä 



2m 



oder, wenn man im 2^^ Integral 2Ö statt 6 setzt und die Gleichung 
durch 2^ — 1 dividirt: 

LXXXV ye>--d»_(2*-.-^i)2>. 

Zieht man diese Gleichung wiederum von (7) ab, so entsteht: 



LXXXVI T ^S^ = ?=• 
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Aus diesen Gleichungen^) leitet Schlömilch einige Becursionsformeln, 
wie z. B. XIY (oder YII) in folgender Art ab: aus der leicht beweisbaren 
Gleichung: 

(9) c«^' sin (ßx) = % ((n)i a^-^ 6— (n)^ a«-« e^+(n)s «""* Ö^ + ...) JJ 

ergiebt sich als Coefficient yon a^' ^ : (2fn — 1)1 in der Entwickelung yon 
(i^ + er'')sm(ßx) dieser: 

(10) 2 i{2m —l\e — (2w — 1)8 ©^ ± ... ± (2»» — l)t,„-i Ö*— 4. 

Multipliciren wir nun Gleichung (2) mit e* + e""^, suchen beiderseits den 
Goefficienten von x^~^ : (2ni — 1)! au^ welcher rechts s=l ist und links 
aas (10) heryorgeht, und wenden zur Integration die Gleichung LXXXIV 
an, so erhalten wir die Gleichung: 

(2f» — l)i A — (2m— 1)3 A± ... + (— 1)"-M2m- l),^_i A. — 1, 

welche von XTV nicht verschieden ist. 

Femer Hefem die Gleichungen LXXXIIi bis LXXXVl, wie Schlömilch 
bemerkt, neue einfache Beweise fär die Gleichungen § 2, (12) und § 4 (12). 
Entwickelt man z. B. LXXXIU in der Art: 



und benutzt die bekannte Gleichung 

(11) J^e-^ö-de-i:^)-», 

so erhält man: 

(12) i «„-(2m)! (1-)*"+' {l -^ 4- ^ T ...} 

übereinstinunend mit § 4, (12).^) 

Wie G. F. Meyer in seiner Doctor-Dissertation (S. 51) näher aus- 
führt, sind die Arndtschen Integrale^) nur formal von den Schlömilch- 
sehen verschieden; so folgt z. B. aus LXXXIII durch die Substitution: 

— e = ]gtgq) 



^) Die Gleichungen LXXXIV bis LXXXVl werden in dem zweiten Aufsatz 
(a. a. 0. B. Bd.) aaf anderem interessantem Wege entwickelt. 

^ Abel benutzt umgekehrt die Gleichmig § 2, (12) zur Auffindung des 
Integrals LXXXTV, so dass die Ableitung Schlömilchs, als von einfacheren 
Voraussetzungen ausgehend, vorzuziehen ist. 

8) Grunerts Archiv Bd. 6, S. 438. 
Saalschtttc. 8 
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die Gleichung: 

n 

(18) [Ggtg9>r'«?'=(yp*««- 

Wir kommen nun noch zu einigen von Catalan angegebenen Integralen. ^) 

^) Dieser schätzbare belgische Mathematiker hat einen Theil seiner Arbeiten 
nnd darunter diejenigen, die sich auf die B. Z. und die Eulerschen Zahlen be- 
ziehen und zwischen 1855 und 1867 zum ersten Mal veröffentlicht wurden, in 
einem Memoire gesammelt, welches in den M^moires de la Soci6t6 Royale 
des Sciences de Liäge, 2. S^rie, t. XII (1885) erschienen ist (darin über die 
B. Z. u. s. w. p. 81 — 119). Die Arbeiten sind anscheinend ohne Rücksicht auf die 
Abhandlungen der deutschen Mathematiker gemacht (nur an einer Stelle wird 
der Aufsatz SchlO milch s im 16. Bd. von Grunerts Archiv erwähnt) und stinunen 
in ihren Resultaten vielfach mit den letzteren überein. Die hauptsächlichsten 
Ergebnisse sind ausser den im Text zu behandelnden Integralen, nach unserer 
Bezeichnung und mit Angabe der Zeit der Veröffentlichung, folgende: 

p p P 

1855. 2:xP = a^{x+l)2 + a2{x + l)s + ... + a^(a? + l)p+i 

d. i. § 11, (15) mit Hinweis auf Lacroix, Puiseux und P^pin (aber nicht 
auf Gauchy). 

1859. Mittels Differenzenreihen (§ 5, (8) mit t«m = (m -j- 1)^) die Bau ersehen 
Formeln LXV und LXV», sowie LXIII und LX!!!». 

1862. Recursionsformel Y und einige bestimmte Integrale, unter anderen: 






sin(2m<o) dm ^ i\iw— i ^^ — ^ 



= (-1)' 



c^cotcü__j 8in*»»+aa» 4(2m+l) 



l 



sin (2m (d) dm / ^ \m—i ^ 



1^ ^^cotiu_j sin^'^+^cö 2m+l' 

deren Beweis nach Analogie der im Text behandelten auszuföhren geht. 

1864. Recursionsformel, identisch mit (V — I): (2m-f-l); Beweis, dass die 
Grossen r» =^ 2(2^ — 1) B^ ungerade ganze Zahlen sind, die sich dnrch 
alle ungeraden Theiler von m heben lassen (siehe § 15, Nr. 1) nebst 
einigen anderen zahlentheoretischen Bemerkimgen. 

1867. Aufstellung der Gleichungen XYIII, XXI, XXIII und der Formel: 

(«-1)1 (n-2)!l!+(n-4)!8!+-±|_^ ^^^^ ' 

welche für ungerades und gerades n in die beiden Formeln XVUIb ^ 
XYI zerfällt und sich sehr einfach beweisen lässt, indem man nämlich 
die Gleichung (§ 4, (4)): 

secx + tgx = l'{'yj^x+y2^ + •• 
nach X differentürt und beide Seiten mit 1 — sin o; multiplicirt. 
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Wir scliicken zwei Gleichungen voraus. Es ist (t = y-^l): 
(v + ly 4- {v—iY= 2 |v» — {n\ v«-« + {n\ if^ +...}, 

andererseits ist, wenn i; = cotcc> gesetzt wird, nach dem Moivr eschen 
Lehrsatz : 



also ist: 



(14) 



f 



/ I Nn / '\n 2sin«a> . 
^ -^ ^ ^ sin CO ' 



V = COtC(>. 



Setzen wir nun in Gleichung XVIIIa, d. i. : 

ßm = a;„ — (2m— 1)2 v,m^^ ± . . . ± (2m— l)2;;i_2 «i 
fiir a^, «2, . . . «m die Integrale gemäss LXXXin, so wird : 



.0 _ f (8»^"— (2w— l)g e^^^+(2m^l)^e^ 

Y Pm I ÄÖ __Tte 

Jo e 2 -fe 8 

und, wenn wir ß = 00t co setzen, nach (14): 



-*T...)ede 



Lxxxvn 



n 

I 



>m 



cos <o cos (2m — 1 co) 
5oot(u , — ^cotw 8m*»+*co 



= i )8ot 



In gleicher Art folgt aus XVI: 



Lxxxvm 



TT 

I 



cos CO sin (2m — 1 co) dm 
5cotw _5cota» sin^+^öj 



== i «»». 



."5" — /> T 



Setzen wir in XIQ, d. i. 

QCm — (2m)2 a,„.i + (2m)4 a^^a + • • • ± «o = 



K = i) 



8' 
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für «0, (x^y . . . Om die Integralausdrücke aus Gleichung LXXXTTT, welche 
auch für nt as gilt, so kommen wir zu der interessanten Grleichong: 

n 
/- w\ I 008 2m o> dm ^ 

in Folge deren statt LXXXVII auch: 

f 

LXXXVn' f ain«, sin (2m-l (») d« ^ t ß„ . 

geschrieben werden kann. 

Bilden wir endlich V — ^I: 

(2» + 1\ (2»"- 1) B„ - (2m H- 1), (2»—«- 1) B„^x ± . . . ± ??!^ = 

imd hieraus: 

{^m\ (2»»-l) ^ - (2H (2«»-«- 1) ^^ ± ... + (_ 1)» . I - 

und setzen darin für ^^ ^ * ^« ^- ^- ^^® Integralwerthe aus (7) ein, 

so erhalten wir: 

n 

(16) 1 "^ (^^^) ^?L__f_l)m-l 1 

^ ' J ^jrootw ^—i^oottt» 8in*»+*o) v */ " T- 

Schliesslich folgen aus den Gleichungen (1) und (2) des § 4, nämlich: 

sec«=l 4.ai|j + o^Ij + ..., tga; = /?iaj + /?2|j +Äff + •• 
in Verbindung mit LXXXUI, bez. LXXXIV diese: 

00 00 

(17) secÄJ = -^— n — — dt, tgx — — dt, 

wogegen Catalan in gleicher Art aus diesen von Poisson^) gefundenen 
Integralen die Gleichungen LXXXTTT und LXXXIV ableitet. 



^) Nach Angabe Catalan's in Gab. XVIII des Journal de Tllcole 
Polytechnique. 



J 



Dritter Abschnitt. 

Zshlentheoretisclie Untersuchnngen. 



§ 15. 

Faotoren, deren Produot mit den BemoiilliBohen Zahlen 
gaasBahlig ist; Hülftwätse aus der Zahlenlehre. 

Im vorliegenden Abscbnitt sollen die sehr merkwürdigen zahlen* 
theoretischen Eigenschaften der B. Z. entwickelt werden, nnd wir beginnen 
damit» numerische Factoren aufzusuchen, welche, wenn man sie mit den 
B. Z. multiplicirt, ganzzahlige Producte geben. 

1. Setzen wir, wie in § 2, (24) : 

X X X Sj 

(1) *8-2 ="^^1 2]+^» 4! + ''» 6! + ••• 
so das8 also (ib. ^25)): 

(2) T„ = 2(2*«-l)£, 



m 



ist, so war es schon Euler bekannt, dass die r^ ganze ungerade Zahlen 
sind, wofür jedoch ein Beweis sich bei ihm nicht findet. Derselbe ISsst 
sich mittels der Gleichungen §2, (26): 

(3) (2w— 1) r„, = (2w)2 Ti T2,n^i + (2w)4 r^ r^^^ + • • • 

!(2in),^i r^^i T,n+i . . . w ungerade 
I {2m)„, TmTm w gerade 

und VI in folgender Art führen. Seien die Zahlen r^ Tj . . . Tm-i als ganze 
ungerade erkannt (die ersten sind: 1, 1, 3, 17, 156), so sind auch die 
Producte r^ T„^i, r^ r,„_2, . . • t««i Tm±i bez. r», r« ungerade Zahlen; femer 
ist, wie bekannt: ^ ^ 
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im 



1 + (2»)i + (2in)j + . . . + (2f»)to. = 2» 
1 — (2m)i 4- (2m)j T ■■. + (2m)to, = 

also * 

1 + (2w), + . . . + (2w)„„^a + 1 — 2««-i 
und daher: 

{(2w)ot-i . . . w ungerade 
-J.(2f»)„ . . . w gerade 

folglich mnss von den Zahlen (2191)2 > (^^)v • • • (2*^)m— 1 ^^z. -^ {2m)m ^) 
eine ungerade Anzahl unpaar sein; dasselbe gilt von ihren Producten mit 
T^ Tot— 1 u. s. w., und daher ist deren Summe, d. h, (nach (3)) (2m — VjTn 
eine ganze ungerade Zahl, also etwa: 

W '^^ = 2^=1» 

wo Cm eine ganze ungerade Zahl ist. Multipliciren wir nun Gleichung VI 
mit 2, so lautet sie mit Benutzung von Gleichung (2): 

(5) 2Tm— {2m\ Tm^i + (2m)^ r;„.a ::p . . . 4. (_ l)m-i (2t»)2,„.2 Ti 

+ (— l)"».2w = 0, 

2C 
also ist 2Tm und daher ^ J^^ eine ganze Zahl; da aber 2 und 2n» — 1 

keinen Factor gemeinsam haben, muss 2m — 1 in C„, aufgehen, also ist 
nach (4): 

(6) Tfn=^2 (2*"' — 1) Bfn = einer ganzen ungeraden Zahl. 

Daraus folgt, dass Bfn immer den Factor 2, aber stets ^ur einfach im 
Nenner enthalten muss. 

Weiter ist, wie aus XIV hervorgeht, ßm eine ganze Zahl, also 
(nach § 4 (3)): 

(7) ß^ = ^ ^^^ '^'^'" = ganzer Zahl. 



Der Vergleich der Ausdrücke für r^ und ßm liefert: 



2«'^'r^ 



m 



öder wenn m = 2'' . m' gesetzt wird, wobei m' das Product aller imgeraden 
Factoren von m ist: 



s — r 



own— _ . _ 



») Eb ist I (2m)„ = \ ((2«-l)„_i + (2m-1)„) =(2« — 1)„_i, 
eine ganze ZahL 
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da nun m* prim gegen 2*'"'"*"'* ist, so folgt: 

erstens, dass r^ durch alle ungeraden Factoren von m theilbar ist, 
zweitens, dass ß^ den Factor 2*'""'*"'' besitzt, aber durch keine 
höhere Potenz von 2 theilbar ist. 

2. Eine Verallgemeinerung der Gleichung (7) ist von Lipschitz^) 
in folgender Art ermittelt worden. 

Setzen wir in § 2, (5) ad; statt x und ziehen von der entstehenden 
Gleichung die erstere selbst ab, so erhalten wir nach Fortlassung des 
Factors x auf beiden Seiten: 

(8) i(«S=l-Sl) = S(»'-l)*-f' («*-l)*» + t(«*-l)a^»T... 

Die Klammer auf der linken Seite können wir, wie leicht zu übersehen, 
in der Form darstellen: 



2 di^ii=r -(«-*>• 



so dass wir erhalten: 



Verstehen wir nun unter a eine positive ganze Zahl und dividiren e^ — 1 
in e^ — 1, so erhalten wir: 

,-^v d^, ea^—1 ear-[-2eto-f ...-f (a--l)e(a-i>r f(x) 

^^ da; ^ c^—l "~ 14-e*+«2^+...+c<«-i>»? "^ <pQc)' 

wobei f{x) und (p{x) zur Bezeichnung' von Zähler und Nenner dienen. 
Für x = sind Zähler und Nenner ganze positive Zahlen, und zwar ist: 

(11) <p(0) = a. 

Differentüren wir (10) weiter, so erhalten wir: 

_d fix) ^^(x )f{x)-^f(xW (x) 
dx (p{x) {fp{x)y 

und allgemein der Form nach: 

^ ^ cfec*"^ vW dx^ ^ ^-1 ~{fp{x)y' 

worin F{x) eine ganze rationale Function von c^ mit ganzen Coefficienten 



*) J. far Math. Bd. 96, p. 1; Nr. 1 der Abhandlung. 



L 
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and daher für x =s eine ganze Zahl ist. Differentiiren wir daher 
Gleiehnng (9) 2mi — 1 mal nnd setzen dann j; aEsx 0, so erhalt^i wir: 

a*'" 2m 

oder: 

(13) a""(a'^-l) ^^_g^^^^ 

worin &(a) eine ganze (von a abhängige) Zahl ist. Diese Gleichung ist 
eine Erweiterung von (7). 

Setzen wir jetzt in (9) bx statt x, multipliciren mit 6, und ziehen 
von det so entstehenden Gleichung die ursprüngliche (9) ab, so erhalten wir: 

_d (^x-i) (e.-i) (g-l) (6-1) A (a>—l)(h^-nx 
'<'■*> dx '* («««_1) (e»«-l) 2 + 2r (** ^Hö — IJ« 

_ ^ («*— 1) (6*— 1) «» ± . . . 

Wir nehmen jetzt 6 ebenfalls als ganze positive Zahl und prim zu a an, 
dann ist 7 — "^^J}^ ^l eine ganze Function von e®, denn wenn &^ vorüber- 

(e^ — l)(«*a? — 1) o ' 

gehend mit y bezeichnet wird, so gehen y* — 1 sowie y* — 1 in y*^ — 1 
auf, haben aber den Factor y — 1 und, da a gegen b prim ist, nur diesen 
gemeinsam, so dass nach Hinzufügung dieses Factors zu y^ — 1, dies Prodnct 
durch dasjenige von y* — 1 und y^ — 1 theilbar wird. Für a?=0 oder 
y = 1 wird dieser Ausdruck 1, denn : 

Bezeichnen wir den allgemeinen Ausdruck mit tp{x), so ist also: 

(15) y,(x) = j^X^-Tii^ffll) = 1 + ^e' + ^e«* + ... + ITeC-»«»-')' 

worin ^ P . . . JT ganze Zahlen sind, deren Summe gleich Null sein mnss, 
da ^(0)a=l ist. Dann ist: 

d^tp(x) ^^ Äe^+2Be^+...+{a—l)(b — l)Ke^^-^)(^^)'' 
dx 'ip(x) ■ 

und bei mehrfacher Differentiation: 

€^lgilf(x) ^{x) 



da/" {^(x)Y 

worin W{x) eine ganze Function von e^ und für a: = eine ganze Zahl 
und daher der Bruch W{x)i(w{x)f für ic = dieselbe ganze Zahl ist. 
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DifTerentiiren wir nun (14) 2m — 1 mal, und setzen dann x=BeO, so er* 
halten wir: 

M 

wenn G (a, h) eine ganze (von a und h abhängige) Zahl bedeutet und wobei 
vorausgesetzt ist, dass die positiven ganzen Zahlen a und h prim gegen- 
einander sind. 

Um noch einige weitere Folgerungen machen zu können, schieben wir 
an dieser Stelle einige Sätze aus der Zahlenlehre mit möglichst einfachen 
Beweisen ein, auf welche wir auch später wiederholentlich werden recurriren 
müssen. 

8. Sätze aas der Zahlenlehre. 

I. Der Foramtscbe Lehrsatz. 

Wenn die ganze Zahl a durch die Primzahl p nicht theil- 
bar ist, so ist die Differenz a^"^ — 1 durch j> theilbar oder in 
Zeichen: 

(1 7) aP-^ — 1 = (mod. p). 

Beweis.^) Seien u und v beliebige ganze Zahlen, so ist: 
(u + v)P=^u^ + {p\ uP-^ !; + ... + {p)p^i uvP-^ + vP, 

darin sind alle Coefficienten {p)i, ip)2i • • • (P)p—i durch p theilbar, weil p 
eine Primzahl und sämmtliche Factoren der Nenner kleiner als p sind. 
Daher ist: 

(u -{- v)P ^ iiP '\- vP (mod. p). 

Sind nun g^, g^^ * . > ga positive ganze Zahlen, so folgen hieraus die Con- 
gruenzen: 

(^1 +92 + '"+9af = gi+(g2 +'"+gay 

{92 + 93 + '" + 9af ^ 9^ + (93 + '- + 9ay 

(93 + ^4 + ••• + 9^ = 9o+{9i + '"+ 9ay } (mod. p) 



(9a-l + 9ay = 9^1 + fa 



*) Das Symbol (Congnienz): 

a = & (med. w), oder a — 6 = (mod. m) 

(in Worten: a congment h nach dem Modul m, bez.: a — h congruent nach 
dem Modul m) bedeutet, dass a und h durch m dividirt denselben Rest lastsen, 
oder dass die Differenz a — h durch m ohne Rest theilbar ist. 
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also addirt^): 

(18) {9i+9i +...-\-9uY^f^ 4- < + ... + «/." (mod. p). 
Setzt man hierin g^=g^ = ,,,^g^s=i\, so hat man 

aP^a (mod. p) 
oder: 

a (aP"^ — 1) = Vielfachem von jp, 
also, da a prim zu p vorausgesetzt wurde: 

aP~^ — 1 = Vielfachem von j?, 
w. z. b. w. 

II. Folgerungen. 

Ist V ein Vielfaches von p — 1, etwa: 

V = m {p — 1) 

und erhebt man die Congruenz 

a'*~^ ^ 1 (mod. p) 

zur m^^ Potenz, so folgt: 

«mCp-D ^ i (mod.i>) 
oder: 

(19) a*' — 1 = a"» (p-i) — 1 = (mod. p), 

Ist a von der Form mp -{- 1, so ist für jede beliebige ganze 
Potenz s: 

a* — 1 = (mp -f- 1)« — 1 ^ (mod. p), 

wie ohne Weiteres zu erkennen ist. Ist aber a prim gegen p und nicht 
von der Form mp -\- 1 und ist q prim gegen p — 1 , so ist a^ — 1 
durch p nicht theilbar. Denn, es sei: p — l=(x,q-{-ß (oder q==x(p — 1)+Ä 
falls 2>i> — 1 ist), wo a und ß positive ganze Zahlen, und ß^q ist, 
so wäre mit a^ — 1 auch a^^ — 1 theilbar durch jp, und nach dem 
F ermatschen Lehrsatz auch a"^ + /* — 1, daher auch die Differenz 



^) Man überzeugt sich sehr leicht davon, dass man Gongruenzen nach dem- 
selben Modul addiren, subtrahiren und mit einer beliebigen ganzen Zahl mul- 
tipliciren, hingegen durch eine ganze Zahl nur dann dividiren darf, wenn diese 
prim zum Modul ist. Auch folgert man leicht aus den Gongruenzen: 

«1 ^ &i, flj = ftj,, . . . a„ = b„ (mod. p), 

dass auch aj ag . . . a„ = fe^ ft^ . . . b„ (mod. p) und dass im Besonderen a" = &" 
(mod. p) ist. 
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a<^q (aß — l^; und da a nicht durch p theilbar ist, so müsste afi — 1, wo 
ß<igi ist, dnrch p theilbar sein; ebenso würde, wenn qa^a^ ß ^ ß^ ist, 
folgen, dass a^i — 1^0 (mod. p) wftre, wo ß^<^ß ist, und in gleicher 
Schlussweise käme man schliesslich dahin, dass a — 1 durch p theilbar 
sein müsste, was ausgeschlossen wurde, und womit die Hinfälligkeit der 
Annahme cfi — 1^0 (mod. p) dargethan ist. (Wäre eine der Zahlen 
/?, ß^ u. s. w. Null, so würde g, gegen die Voraussetzung, nicht prim 
gegen p — 1 sein.) 

Ist aber n ein Theiler von {p — 1) oder ein Multiplum eines Theilers, 
so kann auch 



(20) 



Qfi — 1^0 (mod. p) 



sein, imd man nennt Q eine primitive Wurzel von jp, wenn für 
keine kleinere Zahl e als p — 1 die Differenz q^ — 1 durch p 
theilbar ist. 

Zum Beispiel ist für ps=i7 : 
1« = 1 13=1 1*=1 15=1 1« = 



2«= 4 
32 =2 
42= 2 
52 = 4 
62= 1 



23= 1 
38 = 6 
48= 1 
58= 6 
68=6 



24 
34 



25 



44 = 4 
54 = 2 

64 = 1 



35= 5 
45= 2 
55= 3 



26 = 

36 = 
4« = 
5« = 



65^6 6«^ 



^(mod 7), 



es sind also 3 und 5 primitive Wurzeln von 7, aber 2, 4, 6 nicht (hin- 
gegen ist u. A. auch 3 -|- 7 = 10 eine primitive Wurzel von 7). Dem 
allgemeinen Beweise der Existenz primitiver Wurzeln von Primzahlen schicken 
wir noch einen an sich sehr wichtigen Satz voraus. 



III. 

Jedes Polynom des w*®" Grades für x kann durch nicht mehr 
als n untereinander, nach dem Primzahlmodul p, incongruente 
Werthe von x theilbar durch p gemacht werden; 

oder mit anderen Worten : 

Keine Congruenz vom w*®" Grade, deren Modul eine Prim- 
zahl ist, kann durch mehr als n untereinander bezüglich p in- 
congruente Werthe von x befriedigt werden. Ist dies dennoch 
der Fall, so ist die Congruenz identisch, d. h. ihre sämmtlichen 
Ooefficienten sind durch den Modul theilbar. 
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Beweis. Wenn das Polynom, in dem die Ck ganze Zahlen sind: 

fix) «= Co + C^ a? + C2 X» + ... + a, 0?» 

filr die n -|- 1 Werthe x ^=x Xq, x-^ . , . x^ theilbar durch p wäre, so könnten 
wir die folgenden Gleichungen aufstellen, in denen a^, o^, ct^ , ., a„ ganze 
Zahlen bedeuten: 

Co + C1X0 + C^ xl+ ... + Cnxl = aQp 



(21) 



2 



Go + C^x, + C^x[+ .., + Cnx1 = aip 



Co + C^ Xn + C^ xl + ... + Cn Xl = ttn p. 

Lösen wir sie nach den C^ auf und bezeichnen die Determinante 
£ ± 1 x^x^ ... x„ mit 2), so ist deren Werth: 

(22) 2) = (a:^ — xo) (a?2 — a?o) . . . {Xn — ««-1), 

also, da die Xfc untereinander nach p incongruent, folglich keine der 
Differenzen durch p theilbar vorausgesetzt wurde, D prim gegen p; folglich 
C/c, da es durch eine Gleichung von der Form (hfc eine ganze Zahl): 

(23) C7t = ^ 

gegeben wird und andererseits als ganze Zahl bekannt ist, durch p theilbar, 
weil eben D nur in b^ aufgehen kann. 

Sind also die Coefficienten nicht sänmitlich durch den Modul theilbar, 
so kann die Congruenz 

(24) Co + C^x + C,x^ + ... + CnX'' = (jaoä.p) 

höchstens n incongruente Wurzeln (d. h. Auflösungen) haben. 

Sind zwei (oder mehr) Wurzeln untereinander congruent, so verliert 
die frühere Schlussart ihre Gültigkeit, denn D erhält den Factor p und 
aus (23) folgt nicht mehr, dass Cu durch p theilbar sein muss; solche 
Wurzeln besitzt (24) beliebig viele, wenn diese Congruenz überhaupt 
Wurzeln besitzt; denn in der That, wenn x eine Wurzel von (24) ist, so 
ist X -j- ^P, wie sofort zu erkennen, ebenfalls eine Wurzel. 

Hingegen hat nicht jede Congruenz nf^^ Grades n Wurzeln, sondern 
sie kann weniger als n, auch gar keine besitzen. So haben z. B. far jede 
ungerade Primzahl die Congruenzen: 

xP-'^—2 = 0, xP'^ + 1 = (mod. p) 

keine Wurzel, weil für jedes durch p theilbare x 

/pP-i ^^ (mod. p) 
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und für jedes durch p nicht theilhare x nach dem Fermatschen Satz: 

a^-^ — 1^0 (mod. p) 
ist. 

IV. Primitive Wuneln. 

Für jede Primzahl p existiren primitive Wurzeln. 

Beweis. Wir zeigen zuerst: 

Wenn a prim gegen p und von den Potenzen: 

1, a, a*, . . . a", a"+\ . . . 

a" die erste ist, für welche 

a" — 1^0 (mod. p) 

gilt, so ist n ein Theiler von p — 1. 

Denn, wenn 

p — 1 = aw + ^ 

wäre, wo ß<^n ist, so würde ¥de in Folgerung 11 sich ergeben, dass auch : 

a(^ — 1 ^0 (mod. p) 

sein müsste, was gegen die Voraussetzung ist. Ist also q kein Theiler von 
p — 1, so kann die Congruenz 

0^9 — 1^0 (mod. p) 
keine Wurzel besitzen, die nicht schon einer Congruenz 

a?*» — 1^0 (mod. p), 

wo n ein gemeinsamer Factor von q und p — 1 ist, genügt hätte. 
Alle Zahlen (<Cp)» welche einer der Congruenzen: 

a?" — 1^0 (mod. p), 

worin n als veränderliche ganze Zahl <^p — 1 gedacht wird, genügen, 
werden also erschöpft, wenn wir for n nacheinander die Reihe der 
Theiler von p — 1 (mit Ausschluss von p — 1 selbst) nehmen und jedes- 
mal die Wurzeln dieser Congruenz aufsuchen; und es ist zu zeigen, dass 
mit den genannten Zahlen nicht zugleich die Zahlen von 1 bis p — 1 
erschöpft werden. Die übrig bleibenden sind dann primitive Wurzeln von p. 

Wir bilden nun, wenn w, w^, ^2 ... die Theiler von p — 1 sind, 

die Differenzen: 

p-i 
(25) X» — 1, «"« — 1, a?"«— 1, . . . a; 2 — 1, 

suchen ihren kleinsten Dividuus (oder mit anderem Ausdruck, ihren Oeneral- 
nenner) N und dividiren denselben in xp~~^ — 1; da in ^ alle aus ver- 
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scbiedenen Gliedern der Beihe (25) herstammenden mehrfachen Factoren 
nur einmal genommen werden, so ist der Quotient eine ganze Function 
von z, welche dann durch Substitution der primitiven Wurzeln von p theil- 
bar durch p (oder congruent der Null nach dem Mod. p) gemacht wird. 
Seien nun q, r, s, t . , . ungerade Primzahlen, m, ol, ß, y, ö . , . positive 
ganze Zahlen und p — 1 von der Form : 

(26) p— 1 = 2"' q^'rPsyt^ ..,; 

die Theiler von p — 1 sind dann mit Ausschluss von p — 1 selbst 

(l,2,22,...2'»')x(l,g,3^...ä''*0X(l,r,r2,...r/»')X(l,5,s^...s>'')X... 

worin entweder: w'=m — 1, a'=a, i^=Ä y=^» ••• 

oder m'=m, ol'=x — 1, ß^=ßy /=/,.., 

oder m'=m, a'=a, ß'=ß — 1» 7'=^»-- 

oder m'=m, a'=a, ß'=ßj j/=y — 1, . . . 

u. s. w. 
ist. 

Alle Differenzen, welche den Theilem entsprechen, finden sich in dem 
Producte wieder, welches gleichzeitig durch die Differenzen 

^2'^-^3«r^5>'..._2^ a?2"'3""VÄy..._l^ ^2'«g«r^^5y..._l^ 
oder wenn wir p — 1 mit M bezeichnen, durch : 

M M M M^ 

(27) a;2— 1, a?«— 1, «'—1, a?'— 1,... 

getheilt wird. Dies Product N ist aber, bei geschickter Befolgung der be- 
kannten Kegeln, wenn wir der Deutlichkeit wegen fünf Primzahlfactoren 
^, r^ s^ t^ u m M voraussetzen: 

wo also oben die Combinationen der 1**°, 3*«*^, 5**", . . . Klasse, unten die der 
2*«", 4*®**, . . . Klasse, soweit Elemente vorhanden sind, erscheinen, um zu 

beweisen, dass die Grössen der Reihe (27) z.B. x^ — 1 und x^ — 1 ohne 
Best in N aufgehen, schreiben wir letzteres in folgender Art: 
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M M M 

M M 



(29) ^=(.T_i).(^+l).^±l)..(4hl)(^^) 

{x^^^- + 1) {x*9'4. 1) (a^rs ^ 1) 
(ic«' + 1) {oiP^^+ 1) (d^*' + 1) {a^**-\- 1) 



M M M M 



(a;^'+ 1) (a:«'-'+ 1) {o^^+ 1) (x»^'-''+ 1) 

M MM M ' 



Jtf M 

Da (rc^ — 1) in a?2 — 1 als Factor steckt, so geht jede der oben genannten 

M M 

beiden Grössen in dem Prodnct {x^ — l)(a?^^ + l) auf; femer ist es von 
den beiden ersten Brüchen an sich klar, dass sie ganze Functionen von x 
sind (vgl. vorher den Text nach Gleichung (14)), dies ist aber auch bei 
den folgenden Brüchen der Fall, und zwar liegt die Wurzel und zugleich 
der Beweis der Methode ihrer Bildung in der wechselweise in Zähler und 
Nenner erfolgenden Ergänzung der fehlenden Factoren; doch möge noch 
ein directer Beweis für den letzten Bruch folgen, wobei wir uns auf den 
(fast ohne Weiteres einleuchtenden) Satz der Functionenlehre stützen: Jede 
eindeutige Function von z, die für keinen endlichen reellen oder complexen 
Werth von z unendlich wird, ist eine ganze Function von z,^) 
Setzen wir nun z. A. 

M 

^%qrstu ^ ^^ 

so ist der letzte Bruch in (29) 

(30) F = (^^''''+ 1) (^"^+ l)(^"'+l)-»-(^'+l) (^+1) 
^ (^^'•* + l)...(/''+l)(^' + l)...(^'+l) 

und dessen Nenner kann nur verschwinden, wenn z=^ — 1 oder wenn, 
ohne dass dies der Fall ist, einer der Factoren z9 -\- 1, , . , z' -{- 1, oder 
wenn mit Ausschluss dieser beiden Möglichkeiten einer der Factoren 
z9^' + 1, . . . jef" 4- 1 Null wird. Für z = — 1 verschwinden alle acht 
(= 2^) Factoren im Zähler wie im Nenner und der Bruch bleibt von 

und von oo verschieden. Ist z^f -\- 1 = 0, so sei q eine bestimmte y — 1 ; 
dann setzen wir, unter d' eine beliebig kleine Grösse verstehend: 

(z =p + & 

(31) < 

(^ = ß<? 4- 2 . ß'/-i ö' = — 1 + ö, 

^) Siehe z. B. Dur^ge, Elemente der Functionenlehre (Leipzig 1873) § 31. 
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wenn die sehr kleine complexe Zahl q . Q't--^ & mit d bezeichnet wird. 
In F ist dann: 

(g^^^^+ 1) isfl''+ 1) (z^'+ l) (^'+ 1) ^ rge.r.g.e.a* ^ j 

und die anderen Factoren verschwinden nicht mit d s= 0. Ebenso für 

e = y—i, i—i , V— i • ^* endlich jer^'*' + 1 = 0, so sei eine be- 
stinunte (primitive) {qrs)^ Wurzel aus — 1, dann verschwinden in (30) 
für z = ö nur die Factoren jp^^" -f" 1 ^"^^ ^''' + 1 ^"^^ deren Quotient 
ist t Also ist JP für keinen endlichen Werth von e unendlich und folglich 
eine ganze Function von z und ebenfalls von x. 

Man beweist in gleicher Art leicht, dass F, sowie die anderen Brüche 
in (29) für keinen Werth von x verschwinden, für den nicht auch eine 
der Grössen der Reihe (27) nach Ausschluss der ersten beiden, verschwindet 
und schliesst daraus, dass N keine überflüssigen Factoren besitzt 

Dividiren wir nun N (Gleichung (28)) in xP~~^ — 1=«:^* — 1, so 
erhalten wir den Quotienten Q: 



M 



M 



(32) 



Q 



(ß ... {x^' + D {a^^'^^ + l) 



(a:*ä' + l) (a^'"''»'+l) 



welcher nunmehr auch als ganze Function von x nachweisbar ist. 
Ist nun N für x vom Grade g, so hat die Congruenz: 



(33) 



^ e: : (mod. p) 



nach in höchstens g Wurzeln und der Quotient ^=s(a;P— ^ — 1): ^ kann 
daher, da xP^^ — 1^ (mod.^?) p — 1 incongruente Wurzeln hat, durch 
mindestens p — 1 — g Werthe von x theilbar durch jp gemacht werden; anderer- 
seits hat die Congruenz: 



(34) 



9=0 (mod. p\ 



da sie vom Grade j9 — 1 — g ist, höchstens ebensoviel Wurzeln; 'si6 hat also 
genau p — 1 — g Wurzeln und dies sind die primitiven Wurzeln von p, 
die anderen Wurzeln von 



(35) 



ajp-i — 1 



(mod. p) 



befriedigen auch die Congruenz (33) und eine oder mehrere der Congmenzen 
(deren linke Seiten in (25) stehen): 

a?" — 1 E^ 0, a?»t — 1 -- 0, . . . (mod. p). 
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Der Werth endlich von p — 1 — g oder die Anzahl der primitiven Wurzeln 
von (35) ist: 

(36) f(l_i_i_..._i + l+...+ l_-L _..._! 

4.J_+ +J L\ 

qrst ' rstu qrstu) 

und in gleichem Ausdruck allgemein, wenn q, r, , . , u die beliebig vielen 
(imd zu beliebig hohen Potenzen erhobenen) Primzahlfactoren von p-^l sind. 

Beispiele. Für ^ = 13 ist: 

JT- (Of« - 1) («»+ 1), ^= |J^ = «*-«» + 1 

und die Wurzeln von x^ — a?* -f- 1 ^ ö (mod. 13) oder die primitiven 
Wurzehi von a?" — 1 = (mod. 13) sind a? = 2, 6, 7, 11. Für jp =« 61 
igt g =«=B 3, r = 6 

JV^ = (a;30 - 1) (x^O + 1) ^±^ _ (^80 _ 1) (^10 + 1) (^4 _ ^2 4. 1)^ 

V. Folgerung. 

Ist Q eine primitive Wurzel der Primzahl p und ist Q^ — 1 ^ (mod.|>), 
so ist 17 ein Vielfaches von p — 1. 

Beweis: Jedenfalls kann v nicht kleiner als j? — 1 sein; ist also 
etwa v=sol(p — 1) + ^, wo ß<ip — 1 ist, so gelten die Gongruenzen 

<37) I _ >(mod.i>), 

dabei ist ju von 1 verschieden, wenn nicht ß 9= ist, und die Mulüpli- 
cation der Congruenzen (37) giebt 

Q^ ^ ju (mod. jp), 

und nur ß" ^ 1 (mod. j>), wenn v = a (p — 1) ist, w. z. b. w. 

Weitere Eigenschaften der primitiven Wurzeln ^) werden im Folgenden 
nicht gebraucht werden. 



^) Siehe darüber^ insbesondere über die Aufsuchung derselben, über die Dar- 
stellung aller Wurzeln einer binomischen Gongmenz durch die Potenzen der 
primitiven und über die zahlentheoretiBche Bedeutmig des Ausdruckes (36) Se r r e t , 
Höhere Algebra (deutsch von Wertheim) n Bd. Nr. 305 ff., woselbst auch eine Tabelle 
der kleinsten primitiven Wurzeln der Primzahlen zwischen 1 und 1000 sich findet. 
Saalschütz. 9 
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4. Wir wenden uns nun zu den B. Z. zurück. Sei die ungerade 
Primzahl p einer der Factoren, die den Nenner von Bfn bilden, so mnss, 
da 2 (2*~ — 1) Bfn nach (6) eine ganze Zahl ist, p in 2*^ — 1 aufgehen, 
folglich kann wegen der 2^^ Folgerung in II, p — 1 nicht prim gegen 
2m sein. Femer kann p — 1 nicht grösser als 2n» oder p nicht grösser 
als 2m -l- 1 soin. Denn, betrachten wir die Gleichung I (§ 1), so müssten, 
wenn B^^ im Nenner den Primzahlfactor p >> 2m -f- 1 hätte, noch andere 
B. Z. denselben Factor im Nenner besitzen, damit er, sich bei der Addition 
der betreffenden Glieder der Gleichung I fortzuheben, die Möglichkeit 
erhielte. Ist Tg der kleinste Index der in Bede stehenden B. Z., und wendet 
man Gleichung I auf Bk an, wo nun um so mehr p^2h -\-l ist, so 
folgt hieraus, dass es eine oder mehrere B. Z. mit noch kleinerem Index 
als h geben muss, in deren Nenner sich der Factor p findet; in der Art 
käme man schliesslich dahin, dass er im Nenner von B^ stecken müsste, 
und dies ist nicht der Fall. Jeder PrimzaMfactor des Nenners von B^^ 
ist also um 1 vermindert nicht grösser als 2m und nicht prim zu 2m. 
Nehmen wir nun in (18) für a eine primitive Wurzel von p, so muss 
zun&chst |7, da es nicht in a^^ aufgeht, in dem anderen Factor a^ — 1 
aufgehen; dazu genügt aber gemäss der Folgerung Y nicht, dass 2m mit 
p — 1 gemeinsame Factoren besitzt, sondern es muss p — 1 ein Theiler 
von 2m oder gleich 2m sein. 

Endlich lässt sich auch noch zeigen, dass der Primzahlfactor p nicht 
mehrfach im Nenner von Bg^ vorkommen kann. 

Es ist: 

(38) {p^iy-^ ^pp-^^ (j>-l)i i>P-«±... + (p-l)p^^2_(p_i)^,p+l 

^l—p{p—l)+Ä'p^-=^l+p + Ap^=l+p{l+Jp), 

worin A* und A ganze Zahlen sind. Erheben wir diese Gleichung zur 
a^^ Potenz, wobei a prim gegen p ist, so ist: 

(89) (1 +p + Jp^' =_ 1 4-^ (« -f Bp), 

worin B eine ganze Zahl ist. Femer hat, wenn ß prim gegen p ist» 
der Binomialooefficient (p^)^» wie leicht nachzuweisen: 

foi k=i ß V Factoren p 

„ k^=ßp v—\ „ p 
„ k^ßp^ V— 2 „ p 



„ Ä = ßp"^^ 1 Factor p^ 
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folglich hat {p')/,-^^ f&i k=2 mindestens v •^- 2 Factoren p; daher ist: 



(40) / 1 4- j, (« 4- 5^) Jp' =. 1 + j,*+i (« 4- Bp) + Cp"** 

— H-i)»+»(a + Dj,), 

worin C und D ganze Zahlen sind. 

Ist nun yu=ajp^ und a prim gegen p, so folgt dnrch Znsammen* 
fassnng von (38), (39) nnd (40): 

(41) (p _ iy*(^*> = 1 4-^^+1 (« 4. 2)p). 

Setzen wir nun in (13) a=p — 1, 2m, das wir als Vielfaches von ^— 1 
erkannt haben, = ^ (j? — 1) und dabei weiter /£ ss^ oLp*, worin a prim gegen 
p sein soll, während v unter ümst&nden auch Null sein kann, und 

wobei Z den Zähler und die von p unabhängigen Factoren des Nenners 
nmfasst, so ist nach (13) und (41): 

<«) o(,)- "-)"'(f-;)"'-"-.)^ , 

«P^'^Ü»— 1) 



==(p-l)«»-^Z.^^. 



Dieser Ausdruck soll eine ganze Zahl sein; da aber j) weder in {p — 1)»«— 1 
noch in Z, noch auch, da a prim gegen jp ist, in a -|- Dp aufgeht, so ist 
die Möglichkeit dafär nur dann gegeben, wenn yessl ist, wenn also der 
Nenner von B^ nur einfache Primfactoren besitzt, was behauptet wurde. 

I 

Hieraus können wir noch weitere Schlüsse ziehen. Zunächst folgt 
aus (13)« wenn g eine beliebige ganze Zahl ist: 

g/sim (jgi^—l) ß^ = ganzer Zahl, 

und der erwähnten Eigenschaft zufolge ist dann der Factor g^"^ über- 
flüssig, es ist also: 

(43) g{g^—i)B^=:a, 

wo Q eine ganze Zahl bedeutet. 

Vergleicht man (43) mit (13), so folgt, dass 

—^ sbs ganzer Zahl 
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ist; nimmt man also g prim zu m an, so folgt, dass 

^^^— L) B^ = ganzer Zahl, 
und nimmt man g prim za 2 m (also ungerade) an, dass auch 

^^^=^ B„ = ganzer Zahl ist. 

Wir fassen nochmals die Resultate zusammen und bezeichnen dabei 
mit Gl, 0^2 - .' ganze Zahlen; ausserdem sollen a, h beliebig zu wählende 
positive ganze Zahlen sein, welche nur prim zu einander sind. 

Dann ist: 

2(2*»-l)B„«=ö, 

2W(2»»-i) ^ ^^ 
2m *" * 



LXXXIX 



2m 



m 



(a'»'-l)(ft"»-l) j _^ 

m ^- — ^« 

2m ^- — ^7 



a pnm zu m 



a prim zu 2i». 



Wir haben gegenwärtigen Abschnitt mit diesem Paragraph begonnen, um 
deutlich zu zeigen, welche Resultate sich ohne Eenntniss des v. Staudtschen 
Satzes (siehe den folgenden Paragraph) gewinnen lassen, betonen aber aus- 
drücklich, dass diese fast sämmtlich zur Zeit der Entstehung genannten 
Satzes noch nicht ausgesprochen waren, wodurch die Bedeutsamkeit seiner 
Auffindung wesentlich erhöht wird. 



§ 16. 
Der ▼. Staudt-Clausensohe Satz. 

Der schönste Satz über die zahlentheoretischen Eigenschaften der B. Z. 
ist gleichzeitig von den Mathematikern v. Staudt und Clausen^) entdedct 
worden. Derselbe lautet: 



^) T. Staudt im J. für Math. Bd. 21 (1840), S. 372; Glausen, Astronomische 
Nachrichten Bd. 17 (1840), S. 352. 
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Wenn a, h, , , .1 diejenigen ungeraden Primzahlen sind, deren 
nm die Einheit kleinere Nachbarn die Zahl 2m theilen, so ist: 

^™+(-ir+>{| + | + | + .- + T} 

eine positive oder negative ganze Zahl. 

Wir geben den Beweis mit geringen Abkürzongen so, wie er von 
V. Standt geführt worden ist: 

1. Seien n, a, h, /*, g positive ganze Zahlen, so ist: 

(1) (f + 9(ir ^ /■" + »/'*-'^a (mod. a«). 

Hierin setzen wir /* = 1, 2, . . . a ; ^ = 0, 1, 2, . . . (6 — 1) und addiren alle 
Gongruenzen (deren Anzahl ah ist) und zwar so, dass wir für die linken 
Seiten zuerst (^ ss= , dann (^ =k 1 , dann (^ =s 2 u. s. w. und jedes Mal 
nacheinander /*=!, 2, ... a setzen, für die rechten Seiten aber zuerst 
/* SB 1 , dann /^ = 2 , dann /* = 8 u. s. w. und jedes Mal nacheinander 
^ =s= 0, 1, 2, . . . (& — 1) annehmen; dadurch erhalten wir: 

(2) 1« 4- 2" + 3« + ... + (a6)« = & (1» + 2« + 3» 4- ... 4- a«) 

+ na ^^^ (l»-i 4- 2«-i + . . . + a»-i) (mod. a% 

oder, wenn wir die Abkürzung: 

(3) S^(x) = 1« + 2» 4- ... 4- a?" 
einführen: 

(4)» Ä»(a5) = 6 Ä»»(a) 4- « ?*i|dL> ^^-i («) (mod. a») 

und auch 

(4)|, Ä»(a5) = 1 8\a) (mod. a). 

Seien nun A^ B^ C, . » , K^ L relative Primzahlen, so folgt aus (4)|), wenn 
darin BC ... L statt h und A statt a gesetzt wird, dass die Differenz 
8"{ÄBC ... L) — BC ... L . 8^{Ä) durch Ä theilbar ist, also auch der 
Ausdruck : 

S^{ÄBC ...L) — BC ... L8^{Ä) —AG... L8^(B) — ... 

— AB...K8\Ly, 

da derselbe aber ^ A, B, C, . . . L symmetrisch und diese gegen einander 
prim sind, so ist er nicht nur durch B, durch C u. s. w., sondern auch 
durch das Product AB ... L theilbar, d. h. : 

S-(ÄBC...L) S-jA) S^E) _ J?!W == „anzer Zahl 
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Setzen wir femer in (4)^ a8=c'""\ ft = c, so wird: 

8"i<f) — cS^(C-^) — n ^ISSZ:}! s^i (c*-i) = (mod. c*»-«) ; 

die linke Seite Iftsst sich also durch c^~^ dividiren und um so mehr 
(für ^ ^ 2) durch e', dann ist unter der Voraussetzung, dass c ungerade 

oder dass n gerade ist, das 8^ Glied für sich selbst eine ganze Zahl; 
setzen wir also, was wir später allein brauchen, 2n statt n, so folgt ohne 
Beschränkung für c: 

—^ ^z^r- = ^"^er Zahl, 

und, wenn man 5 = 2, 3, ... 5 setzt und alle Gleichungen addirt: 

(6) — -j— ^ ^' = ganzer Zahl. 

Seien nun a^, a, 6, . . . ^ Primzahlen. Nehmen wir dann in (5) für Ä^ 
B, ,,. L bez. a^ a", W, ... ^, so erhalten wir mit Berücksichtigung von (6): 



Zur Gültigkeit dieser Gleichung genügt übrigens auch, dass %^ a, h . ,A 
relative Primzahlen sind. 

2. Wenn p eine Primzahl und n eine beliebige positive ganze Zahl 
ist, so ist entweder Ä"'(p) + 1 oder S^ijp) durch ^ theilbar, je nachdem 
n durch p — 1 theilbar oder nicht theilbar ist. . 

Beweis. Im ersten Falle ist für jede ganze durch jp nicht theilbare 
Zahl x nach § 15, (19): 

(8) a?" = 1 (mod. jp) 

und daher, wenn wir für «: 1, 2, . . . jp — 1 setzen und addiren: 

^(l>) — 1^" ^ (jP — 1) (mod.^) 
oder: 

^"(jP) + 1 =1^ (i>""^ + 1) (mod.i>), 
also S" (^) + 1 durch p theilbar. 

Im zweiten Falle, in welchem n durch ^ — 1 nicht theilbar ist, 
nehmen wir für x eine primitive Wurzel q von i> (§ 1 5, No. 3, 11 und IV), 
dann gilt die Gleichung (8) nicht (ib. V); femer sind die Beste der Zahlen 
Q^ 2^, 8^, ... {p — 1)^ nach jp sämmtlich von einander verschieden, weil 
-weder die Differenz zweier Zahlen, die kleiner als jp, noch ^ durch jp theilbar 
ist, also sind diese Beste in anderer Beihenfolge den Zahlen 1, 2, ... j) — 1 
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nach p congruent und daher ihre n^^ Potenzen den n^^ Potenzen der 
Zahlen 1 h\s p — 1; daher ist: 

gn ^1« 4- 2» 4- ... + (p — iy) = 1« + 2" + ... 4- (p — 1)» (mod.p), 

also (e" — 1) (l" + 2« + . . . 4- Cp — 1)») durch p theilbar, folgHch muss, 
da, wie gesagt, Q" — 1 nicht durch p theilbar ist, der andere Factor durch 
p theilbar sein, und daher auch: 1" -|- 2" + . . . 4* (jP — 1)" 4-l>"- 
Wir haben also: 

^w (p) 4- 1 

(9) — ^ ' = ganzer Zahl, wenn n durch ^ — 1 theilbar, 

(10) — ^ = ganzer Zahl, wenn n durch |? — 1 nicht theilbar. 

Die erste dieser Gleichungen gilt auch für p=2 bei beliebigen n; ausserdem 
käme sie aber för ein ungerades n nie in Anwendung. 

8. Seien a, b, . , .1, p, q, . , , t ungerade Primzahlen der Art, dass 2n 
durch a — 1, h — 1, . .. l — 1 getheüt, durch p — 1, q — 1, . . . t — 1 nicht 
getheilt wird, sei femer: 

(11) t; = 2a6...iXl?2...^oderi; = 2'-a«&/»...?^Xl>''2^...<^ 

und mögen &, G^, G^i Ga, * > - Gp, . . .j ganze Zahlen bedeuten, dann gelten 
nach (7), (9) und (10) für beide Werthe von v die Gleichungen 

V 2 a '" l p '" t ~^^ 

2 ^» 

ä ^- 



— i ^' 



Addiren wir dieselben, so erhalten wir den wichtigen Satz 

(") ^ + i + ^ + i+-t4 = «. 
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worin 2, a, &, . . . Z diejenigen Primfactoren von v sind, welche um 1 vennindert 
in 2n aufgehen und wo die ganze Zahl Q die Summe ff^ 4* ^3 + ••• 4* ^^ ist 
(Ist V eine ungerade Zahl, so flQlt der Bruch ^ fort.) 

4. Sei m eine beliebige ganze positive Zahl gleich oder grösser als 3, 
und 'X das Product aller Primzahlen, welche gleich oder kleiner als m sind, 
so ist «^~* durch m theilbar. 

Beweis. Möge die Primzahl p m fUL zur a^^ Potenz erhoben vor- 
kommen, so hat nach Voraussetzung auch x den Factor jp, und es mässte 
also j>»«— 2— « eine ganze Zahl, oder: 

i?" ^ 2 + a 

sein; dies findet aber (abgesehen von dem Falle p = 2, a ^ 2) für 
p ssa 3, a ^ 1 und um so mehr for i> > 3, a ^ 1 statt. 



5. Schreiben wir nunmehr die Gleichung (14) des § 1 in folgender 
Form: 

09n/^\ «.tu yy,9n-~l «,»1—3 

(13) i-M + (_i)-B,__±_ + ?_H.(2„),5,;..|_^ 



so lässt sich hiermit beweisen, dass für B„ der in Bede stehende Satz 
gilt, wenn er fär jedes B^ wo v <^n ist, richtig ist. Sei dies der FaU, 
sei also: 

(14) (_l)»5,==X+l + i+^ + ...+i, 

worin a, ß, , . . Ä alle Primzahlen derart sind, dass 2v durch a — 1, 
ß — 1, . . . Ä — 1 getheilt wird, oder, wie wir uns fortan kürzer ausdrucken 
wollen: die Staudtschen Primzahlen für 2v. Jetzt nehmen wir x 
gleich dem Product aller Primzahlen, welche gleich oder kleiner als 2n-{-l 
sind, dann ist jedes Glied auf der rechten Seite von (13) eine ganze Zahl. 
Ein solches Glied ist nämlich 

2n— 2v— 1 

± (2n),v Br X . ^_2,^ ; 

da nun 

2<a<i8<...<;i< 2v+l<2« + l, 



so enthält x alle diese Primzahlen, also ist Bv x eine ganze Zahl; da 
2n — 2v-4-l, welches für den Augenblick m genannt werde, mindestens =3, 
so ist nach No. 4 sf*^^ : m eine ganze Zahl, und (2n)av als Binomialcoefficient 
ebenfalls, folglich das ganze Product; die ersten beiden Glieder sind auch 
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ganze Zahlen, daher auch die ganze rechte Seite von (18). Sind nun 
2y üj b, , . , l die St au dt sehen Primzahlen für 2n, so sind diese s&mmtlich 
in X enthalten und es ist also nach (12): 

Die Subtraction dieser Gleichung von (13) giebt: 

(-1)» £„— (-J -+ i + .. . + ij = ganzer Zahl, 

oder wenn m statt n geschrieben wird: 



XC 



(-i)'«Ä,„=A.+i + ^+ J-+...+J, 



worin Am eine positive oder negative ganze Zahl ist, und a^h, .,,1 s&mmt- 
liche Primzahlen sind, deren um die Einheit geringere Nachbarn 2m 
theilen. Dies ist nun der Staudtsche Satz, welcher allgemein gilt, da er 
für J?j = 1 — ^ — -J- richtig ist. 

Anmerkung. Zum vorangehenden Beweise sind die Gleichungen (4)^^ 
und (7) nicht erforderlich, sondern nur (4)^ und (5). — Die Ergebnisse 
des vorigen Paragraphen, welche hier in Betracht kommen, lassen sich in 
die Gleichung zusammenfassen: 

worin (r^, x, y, q), , . . X positive oder negative ganze Zahlen und a, c, f, . . .1 
Primzahlen sind, der Art, dass 2m durch a — 1, c — 1, f — 1, . . . l — 1 ge- 
theilt wird; diesen gegenüber präcisirt der Staudtsche Satz unsere Kennt- 
nisse, indem er ausspricht, dass alle Primzahlen dieser Art im Nenner von 
Bj^ enthalten sind, indem er den Absolutwerth der Zähler oc, p/, . . . <^ als 1 
bestimmt und indem er deren Vorzeichen festsetzt. — Setzt man übrigens 
die Ergebnisse des vorigen Paragraphen voraus, so braucht man in dem 
obigen Beweis für den St au dt sehen Satz nicht mehr dessen Gültigkeit für 
Bv {y <C ♦*) anzunehmen, erspart sich also den Schluss von n auf n + 1. — 
Bezüglich derjenigen Theiler von m, die in dem Zfihler von B^ auf- 
gehen, bemerken wir nach Lipschitz (in der § 15, Nr. 2 genannten Ab- 
handlung) Folgendes : Sei p ein primärer Theiler von m, der nicht zu den 
Stau dt sehen Primzahlen gehört. Ist nun q eine primitive Wurzel von p, 
dann geht, da 2 m kein Vielfaches von p — 1 ist, p nicht in q^"^ — 1 auf 
(§15 Nr. 3, V), und ebensowenig in ß»"». Aber nach LXXXIX ist 
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d. i. eine ganze Zahl, also mnss p, und wenn 2m den Factor ^^ enthält, p'' in 
dem Zähler von B^ aufgehen. Ist insbesondere m eine Primzahl (> 3), so 
ist der Zähler von B^ durch m theilbar, wie schon Adams i) bemerkt hat. 

6. Wir geben noch einen Beweis des Staudtschen Satzes, welcher 
wohl der erste sein dürfte, der an eine imabhängige Darstellung der B. Z. 
anknüpft Wir benutzen dazu die Kroneckersche Formel LXXVll, welche 
mit geringer Aenderung in der Form lautet: 

(15) (- VfB^ = -{(2«t+l)2 2>«-i-(2w+l)3 3«^-i±. . .— (2m+l)jw+i(2m+l)a«»-4 

+ (2.4-1), q^-(2«^l)s^±...-(2«H-lW^^^-^. 

Seien nunmehr 2, 3, &, c, . . . 2 die Staudtschen Primzahlen für 2»» 
und mögen in der Zahl Iz einige von ihnen etwa d^ e, . . . ^ einfach oder 
mehrfach vorkommen, während die übrigen Factoren von A; zur Kategorie 
der |), g ... in Gleichung (11) gehören, dann ist nach (12) (worin v dem 
2*«^ Ausdruck in (11) entspricht): 

worin 6r^ eine ganze Zahl bedeutet; und wir wollen nun, indem wir (16) 
zur Substitution in (15) benutzen, den Factor von -^ und von -x, wenn/" 

irgend eine der Zahlen 3, 2), c^ , , A ist, und sodann den Best dieses Factors 

nach f aufsuchen. Die Zahl 2 kommt in allen geraden Zahlen vor, der 

1 

Factor von -^ ist also: 

- {(2fn+ 1)2 + (2m + 1)4 + . . . + (2^ + 1)2^} 

d. i. — (2**" — 1), also der Best nach 2 gleich + 1; die Zahl f konmit 
zuerst als Theiler von h=sf und dann als Theiler der Zahlen 2/*, 2f, ...vf 
vor, wenn 2w + 1 ^ v/", aber < (y-^l)f ist, der Factor von 1 : /* ist somit: 

(2m + l);r — (2 w + l)a^ + {2m + l)sf + . . . ± (2m + 1),;^. 

Dieser Ausdruck ist aber gemäss dem in der Anmerkung^) bewiesenen 
Zusatz congruent der Einheit nach dem Modul /*, und somit auch der Best 



*) J. f. Math. Bd. 85 (1878), S. 269. 

') Lehrsatz. Wenn p eine Primzahl, g, h, m positive ganze Zahlen sind 
und zwar m zwischen gp und {g-\-l)p mit Einschluss der unteren Grenze liegt, 
80 ist: 

(a) {m)up = {g\ (mod. p). 
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nach f gleich -{- !• Fassen wir also die ganzzahligen Theile sämmtlicher 
Quotienten, die Glieder von der Form (2«i + 1)*' . — tr~^» wobei V keine 



Beweis. Sei: 
(b) t» = ^i> + Ä 

dann ist: 



i.a ... p . (p+i) ... (2p) (*z:ip+i) ... (Arp) 



Die erste Abtheüung des Z&hlers lässt sich auch schreiben: 



pj» Ol>+i) . . . (?i>+Ä) . (<?— 1 i> + Ä +1) G?— 1 i> + A+2) . . . (j^-i j»+p-i), 

sie ist also, da 



OjP+1)(^1> + 2)...((71> + ä) - 1.2...Ä 

((?— l)i>+Ä+l)...((ö'-l)l>+i>-l) - (Ä+l)(Ä+2) 



...(i>-l) ] 



(mod.|)), 



abgesehen von dem Factor jjrj}, nach dem Wilsonschen Satze = — 1 (mod. J9) 
nnd lässt sich also auf die Form: ^i» . ( — l-|-a^j9) bringen, wo a^ eine positive 
ganze Zahl ist, die auch unter Umständen = (mod. p) sein kann; aus den gleichen 
Gründen lässt sich die 2te Abtheilung des Z&hlers auf die Form {g — l)j> (— l-)~^l') 
bringen und so fort, demnach der ganze Zähler auf die Form: 

(d) j/O?— !)...(</ -A;+l)i>*(- l)*(l + ^p), 

worin A eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Im Nenner ist: 



1 .2...(p-l)=(p+l)...(2i>-"l) = ... = (Ä;— ljp+l)...(Äi>— 1) = - 1 (mod.i)), 

daher lässt er sich auf die Form bringen: 

(e) 1.2...Ä;.i>^(— l)*(l+jBi?), 

worin B ebenfalls eine positive oder negative ganze Zahl ist. Demnach ist: 

d. i. wenn wir zu dividiren anfangen : 

r«iV —(n\ I (.A—B\{g)u 

Nun ist 'g prim gegen 1-|- J3p, aber (m)ytp eine ganze Zahl, also muss \-\-Bt^ (wenn 
man für 'p seinen Zahlenwerth setzt) in {A — 'B)(g)i^ aufgehen; ist der Quotient 
die ganze Zahl C, so ist: 

(g) {^)kp = {9)k + Cp = {g)u (mod. p) 

w. z. b. w. 

Zusatz. Da: (0^)1 — (ö^)« ± • . . ± {g)g = 1, so ist: 

{m)p — (w)ap + (w)8p =F . . . ± {m)gp ^ 1 (mod. p). 
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Staudtschen Primzahlfactoren enthält (wie z. B. in 8^ (5) : 5 für m a» 3), 
und welche OHeder deshalb ganzzahlig sind, sowie die ganze erste Zeile der 
Gleichung (15) in den Ausdruck Am zusammen, der eine ganze Zahl dar- 
stellen soll, so erhalten wir: 

(— 1)"5„— A. + ^+ f + 1 + ••• + j. 

welche Gleichung mit XC übereinstinunt. 

Die ersten zehn B. Z. in dieser Art dargestellt sind: 



Bi 1+i + i 


B, l+i+i+i+++TV 


B, = -l+i+i+i 


-B, 2+i+i 


B, 1+^+1+ 1 


Bs = ß + i+i+i+iV 


B, 1+1 + 1+^ 


— B, 56+i+i+l+TV 


^6^ lH-i+i+T*r 


B,,= 528+i + i+i+^. 



§ 17. 

Beoursionsformeln swisohen den ganzzahligen Bestandtheilen der 

Bemoullischen Zahlen. 

Setzt man die Staudtschen Ausdrücke für die B. Z. (Gleichung XC) 
in irgend eine Becursionsformel ein, so erhält man, da die gebrochenen 
Bestandtheile derselben aus dem Index m gefanden werden können, eine 
recurrirende Gleichung zwischen den ganzzahligen Bestandtheilen derselben. 
Dies ist zuerst von Hermite, dann von Stern und in noch allgemeinerer 
Methode von Lipschitz ausgeführt worden. Sie gebrauchen dabei einige 
zahlentheoretische Sätze über die Summen gewisser BinomialcoefiGidenten, 
die wir vorausschicken wollen. 

1. Sei ju eine positive ganze Zahl, p eine ungerade Primzahl und /a 
durch p — 1 nicht theilbar; ist dann 



(1) 



jusssv{p — l)+r 



o<Cr <^p — 1 



und X eine beliebige ganze positive Zahl, so ist immer: 



(2) 

Nun ist für x <^p: 

(3) 
also ist: 



(1 + xY = (1 4- xY (mod. p.). 



{ 



^k (p-i) + 1 



> (mod.i)), 
x' ) 



1 
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(4) (l+rc)^ = l + Cti)p-i + CM)ip_2+...+/^(p-i) 

+ {0")i + (m)p + C")ap-i + ... + (/i)^(p-i)+i| X 
+ ... 

Da dieser Ausdruck p — 2**** Grades nach (2) dem Ausdruck 

(5) (l+,5)r=l+(^)^^ + (^)^^2_|_...4.^,. 

der höchstens vom^? — 2*®" Grade ist, fär die p — 1 Werthe a?==l, 2, ...jp — 1 
congruent ist, so müssen nach dem Satze § 15, No. 3 m die einzelnen 
Coejfficienten von x in (4) und (5) einander congruent sein; es ist also: 

(ö) (M)t—(*')t + (M)p-i+t + (M)2ip^mt+ ... + C«^)wii-i)+/ = (mod.i?) 

0^^^^— 2. 

Diese Gongmenz bleibt auch richtig, wenn wir sie mit e^ multipliciren, 
falls und a beliebige positive ganze Zahlen sind, und da auch 

so gilt auch die Congruenz^): 

(7) ({M)t—(r)i) ^« + (ju)^t+t ^^-'^ + ... 

+ Cu%(p_i)+,£r«-*(P-i) = (mod.i?) 

a — v{p — 1) ^ 0. 
Geht aber p — 1 in ju auf, so ist 

f(14-a;y = l mxx<p—l) 

(8) < Wmod.i>). 

1(1 +«)'* = für a;=i?— ij 

Dabei bleiben aber die Congruenzen (8) bestehen, bezeichnen wir also. 

« 

(9) < o<^^jp — 2, 

^) Der Grundgedanke des Beweises für die Gleichungen (6) und (7) rührt 
▼on Herrn Regel her („Arithmet. Entwickelungen", worin noch anderes die B. Z. 
Angehendes vorkommt, in Hoppe's Archiv 2. Reihe, 11. Theil (1892) S. 77), die 
nachfolgenden Beweise filr die Gleichungen (13) und (14) hat Verfasser hinzugefügt. 
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so haben wir ein System Gleichungen von folgender Form: 



(10) Co + Ci* + C'2Ä2 + ... + Cp_a*P-» = < 



fürA; 
1 fiirA; 



=1, ...1)— 2 



'p-^iP — 1 farÄJ=i> — 1. 



Ist somit die Determinante: 



1 (j^i) {j^iy . . . iP-iy- 



D 



und: 



(p_2) {p-2y . . . (i>— 2)P-* 



= D' 



so folgt durch Auflösung der Gleichungen (10) zunächst: 

worin A eine ganze Zahl bedeutet. Nun ist aber leicht zu beweisen, dass 

D = ly = 1 . 2! 3! . . . (i?— 2)1 
sodass also D prim gegen p ist; folglich: 

da aber Cq eine ganze Zahl ist, muss D in A aufgehen, es ist also: 

(11) Co = l (moä.p). 
Femer gilt aber auch für k<^p die Congruenz: 

(12) l—jfc + A;^^... — ifeP-* = (mod. j)); 

ziehen wir dieselbe als Gleichung geschrieben von den ersten p — 2 
Gleichungen (10) ab, und benutzen das Resultat (11), dass Cq — 1 durch 
p theilbar ist, so erhalten wir Gleichimgen von folgender Form: 

oder : 

(Ci + l)* + ((73— l)Ä«+(C8 + l)F+... + (Cp-2+l)A;^* = 0(mod.i>) 

oder: 

(Ci + l)+(^« — l)* + (Cj + l)*' + --- + (Cp-2+l)to'-' = 0(mocLp) 

Ä=l,2,...j>— 2* 
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Also folgt nun nach dem Satz lU in § 15: 

Ci + 1 = 0, Cg — 1 = 0, . . . Cp_2 + 1=0 (mod. p), 
daher: 

(13) Ct=(-'iy{moä.p) <= 0, 1, . . ,p — 2, 

wobei die Werthe von Ct durch (9) gegeben sind. 
Allgemeiner ist dann wieder: 

(14) (Iji), + (- 1)^+1) ^- + ifi)^^^, ir«-(P-i) + 0^)3(^1)+, ^2(p-i) ^_ 

+ Oti)^(^i)+/ £?«-^+<P-i) = (mod.i)) 

a— /^ + (l> — 1)^0 



und diese Congruenz gilt für jeden positiven ganzzahligen Werth von e 
und für die Werthe ^ = Ol bis t ^=ap — 2, wenn p — 1 m ß aufgeht. 

2. Hermite^) benutzt die Gleichung I, die er in folgende Form 
bringt: 

(16) — (2»i+l)j5i + (2»»H-l)4 52T... + (-l)'"(2m+l),;„jB„+(»»-i)=0. 
Das giebt nach Gleichtmg XC and den Ausdrücken am Ende von § 16: 

(16) (2m + l), (A+i + i) 

+ (2m + l), (^+1+1+1) 

+ (2m+l)6 (A+i + i + l) 

+ (2iw+l)a^(^^ + i + -|- + i + ... + |) 

+ (w»-i) = 0. 

Nun beweist Her mite, dass alles von den Grössen Ä^^ A^, ... Äj„ Un- 
ahhSngige aus ganzen Zahlen besteht. Der GoefQcient von ^ ist: 

(2«* + l)2 + (2w + l), + ... + (2m+l)2^ — 1 
und das ist 2^ — 2, also das Glied selbst 2*'"—* — 1; der Coefficient von ^, 
er heisse O3 oder, so lange kein Irrthum möglich ist, (T3, ist: 

(17) 03 =^(2m + l)2 + (2m + l), + . . . + (2iw + l)a^. 

Wie aus (6) für /z = 2w4- 1 , ^ = 3, v = m, t = folgt, ist (Tg = 
(mod. 3), also O3 : 3 eine ganze Zahl. 

^) Extrait d'une lettre de M. Hermite ä M. Borchardt, J. fär Math. Bd. 81 
(1876), S. 93. 
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Im Allgemeinen kommt nun der Bruch 1 :jp bei allen B. Z. vor, deren 
verdoppelter Index sich durch p — 1 theilen lässt, also beim Index ■^— ^ — , 
2(£zi_\ 3 (Pzil)^ . . . v^^^, wenn 2in zwischen v (p— 1) und (v+l) (p— 1) 
nut Einschluss der unteren Grenze liegt. Demnach ist der Coef&cient 
öp von -: 

(18) öp = (2w+ l)p_i + (2w+l)acp-i) + . . . + (2w+1).(p-i). 

Dass nun öp durch p theilbar ist, beweist Hermite mit Hülfe von Ein- 
heitswurzeln ^), wir erkennen es aus der Gleichung (6), wenn darin 
ßi BS 2m -f- 1 und ^ = gesetzt, aber p und v darin in gleicher Be- 
deutung (da p — 1 als gerade Zahl in 2 m -|- 1 nicht aufgeht) belassen 
werden. 

Wir erhalten nuu die Becursionsformel 
XCI (2m+l) A. + (2m+l)3 A,_i + . • • + (2m+l)a«.-i ^i 

+ ni-f2>«-i — 1 +2 V = ^' 

wo in der zweiten Zeile lauter ganze Zahlen stehen, und sich die Sunuuation 
über alle Primzahlen von 3 an bis höchstens 2m-t-l einschliesslich erstreckt. 

8. Stern ^) geht von der Gleichung m, die er bei dieser Gelegenheit 
aus I und 11 ableitet, aus und gewinnt dadurch leicht folgende Gleichung: 

(19) (2m-f l)i (^,+l + i) + (2m+l)3 ^2+i+i + 'i) + -- 

+ (2in+l)2^.i(^,„ + i + i + i+...+|) + i==0. 

Der Goefficient von -|- ist jetzt 2*^, also das Glied selbst 2*«-i, der Coeffi- 

cient von — : 
P 

(20) &p = (2n»+l)p.a + (2m+l),p«, + . . . + (2m+l),^_<,+i) 

^(l>— l)^2m<(r+l)(l>— 1). 

Setzen wir nun in (6) jus=2m+ 1, t = p — 2, so hat die linke Seite 
von (6) die beiden Glieder: (2fw + l)v(p_i)^p_a — (**)?— a niehr als ö^, ist 
nun aber r =jp — 2 der Rest von 2in + 1 nach p — 1, so ist 2m -|- 1 
= v(p — l)+p — 2a=(v-|-l)(P — 1) — 1? was angänglich ist (nämlich 



^) Am Ende des Auftatzes ftlgt er die Gleichung (7) in etwas anderer Form 
ohne Beweis hinzu. 

*) Auszug aus einem Schreiben an Herrn Borchardt, J. fOLr Math. Bd. 84 
(1878), S. 267. 
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für jp s=s 8 bei beliebigem in), danh sind beide Olieder =s 1 und ihre 
I^erenz 0; nnd ist r<^p — 2, so ist {2m -{- 1) <^ v (p — l)+p — 2, 
also beide Glieder einzeln 0, daher ist in beiden Fällen &p durch p theil- 
l>ar und wir erhalten aus (19) die Becursionsformel: 

XCn (2m+l)2 An + (2fii + l)^^;„.i + ... 

+ (2m + l)i„_, ^1 4- 2*—' 4- 2 ? = 0- 

4. Stern hat in der Abhandlung, in welcher er die yerkürzten 
Becursionsformeln entwickelt^), noch eine andere Formel in gleicher Art 
wie Gleichung HE behandelt. Setzt man in XXIV tn = 2, n = 2m, oder 
zieht man IV von m ab, so gelangt man zu der Gleichung : 

21) —B^ + (2m),B,-i2m)^B,±... + (—ir{{2m),^^ — i)B„,^0. 

Werden hier die Staudtschen Werthe für die B. Z. substituirt, so ist zu- 
nächst der Coefßcient von -|-: 

1 + {2m\ + (2n»)^ + .. . + (2m)a,„_a + {2m)^ — 2 = 2^^^ — 2, 

also das Glied selbst 2**"""^ — 1. Femer kommt 1 :p zuerst in Bp^i und 

a 
überhaupt in Bfc (p^i) vor, und hiervon ist der Coefficient in (21): 

a 1 . . 

± (2m) fc (p_i)_2j also ist der Gesammtcoefficient Cp von — : 

(22) &; = {2m)p^, + {2m),p^ + (2m)sp^ + ... + (,J*^J'^~'^'* 

((2w)i,„-.a — 1, 

dabei ist v wieder so zu wählen, dass 

^(i>— l)^2m<(v + l)(jp— 1) 

ist, imd es gilt das in (22) oberhalb geschriebene Schlussglied for den 
Fall, dass v{p — 1) <C 2m, das unterhalb geschriebene fiir den Fall, dass 
v(p — l)sBsi2m ist. Im ersten Falle setzen wir in (6) // = 29n, t^ssp — 3; 
dann konmien wieder zu öJJ die beiden Glieder (2w)v(p— i)+jt>— s — (^)p— s 
hinzu. Nun ist nach der Erklärung von r in (1): 

(2m = v(p—l)+p — S (2w< v(jp— 1) +p — 3 

entweder: < oder ^ 



\ r=p — S = t \ r<:p — S = t 



|2w<v 
l r<p 



^) „Beiträge zur Theorie derBemouUischen und Eulerschen Zahlen*', Abhandig. 
der Gesellsch. der Wissensch. zu Göttingen Bd. 23 (1878), vgl. § 5. 
Saalsehütz. 10 
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also ist in beiden Fällen die genannte Differenz Null, und daher &p durch 
p theilbar. 

Geht hingegen p — 1 in 2 m auf, so setzen wir in (9) ye^ = 2m, 
f=p — 8, dann hat das letzte Glied in (9) den Index 2m— {p — 1)+1> — 3, 
d.i. 2m — 2; also ist dann: 

ö5{ = C/— 1; 

aber nach (13), da t=ssp — 3 eine gerade Zahl ist: 

Ct^l (mod. p% 

folglich wiederum Cp dni'ch p theilbar, und wir erhalten somit aus (21) 
die Becursionsformel : 

XCm ((2m), - 1) ^^ + (2m), A^^ + ... 

+ (2m),„ A, + 2«»-^ — 1 4- 2 ? = ^' 

WO wiederum alle einzelnen von den ^'s unabhängigen Glieder wie in 
XCI und XCn ganze Zahlen sind. 

§ 18. 
Fortsetzung. 

Beoursionsformel, mit willkürlichem Parameter, für die gana- 
sahligen Beetandtheile der BemoulliBoheii Zahlen. Beweis für den 

Staudtsohen SatB. 

Herr Lipschitz bemerkt in seiner schon öfters erwähnten grossen 
Abhandlung über die B. Z. ^), dass aus den vorangehenden Becursionsformeln 
fiir die Afc eigentlich nicht hervorgehe, dass sie ganze Zahlen sind, mit 
anderen Worten, dass diese Formeln keinen neuen Beweis für den Staudt- 
schen Satz liefern, und stellt sich die Aufgabe, aus einer allgemeineren 
Formel, von der die Her mite sehe und die (erste) Stern sehe specielle Fälle 
sind, diesen Nachweis zu fuhren. Bei dem Referat über diese eigenartige 
Entwickelung opfern wir bei einzelnen Annahmen die Allgemeinheit der 
einleitenden über das Hauptziel der Abhandlung hinübergreifenden Be? 
trachtungen dem Interesse einer durchsichtigen, möglichst gedrängten Dar- 
stellung. 

1. Sei u eine beliebige positive Grösse, 8 eine positive ganze Zahl 
und bedeute 0{v) den Ausdruck: 

(1) 0(u) = \[^^--^^]-^[^,--^^^;^^-, 

<) J. fSr Math. Bd. 96, S. 1. 
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dann soll dieser Ausdruck mit den B. Z. in Zusammenhang gebracht und 
zu dem Zweck jeder Bruch zunftchst durch ein bestimmtes Integral aus* 
gedrückt werden. Setzen wir in die Integralformel: 

QP 



je-*'yf*dyi = (»-!)! 



die sich leicht durch partielle Integration beweisen lässt: y^sa^uy (wobei 
eben u als positiv vorausgesetzt ist), so erhalten wir: 



und daher: 

(2) 
ebenso ist: 



1 1 T —uy 1—1 j 

i? =- -(TTi)! J/ 'y ^r, 

1 IT — (i+«)y '—1 j 



und somit wird, wie leicht zu sehen: 



(8) *(•) - -i^, ]^ «-" V- {i (1 + O - y (1 -O} <» 



Nun ist nach (5) des § 2: 

Die Formel hat aber kein Bestglied, während wir eines solchen bedürfen, 
da y bei der Integration die grössten Werthe bis zu oo hinauf annehmen 
xnuss, bei denen also von Convergenz der Reihe nicht mehr die Bede ist^ 
so dass untersucht werden muss, ob nach Multiplication mit den anderen 
(sich der Null nähernden) Factoren unter dem Integralzeichen eine Integration 
angänglich wird. Wir gelangen aber zu einem Bestgliede, wenn wir von 
der bekannten E ul e r sehen Gleichung : 

10* 
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ausgehen, davon beiderseits die Logarithmen nehmen und nach y differenlairen; 
entwickeln wir dann die Brüche, der identischen Gleichung: 



gemäss, nach Potenzen von y und führen statt der Summen der reciproken 
Potenzen mittels § 2, (11) die B. Z. ein, so gelangen wir, nachdem ^ statt y 
gesetzt ist, zu folgender vervollständigter Gleichung: 



*l_,e-y y~2!^ 4!^ ±... + (—1) (2^y +Ä» 



(5) < 






(2,)*«+»-« t«9+«(i+^) 



Multipliciren wir nun irgend ein Glied auf der rechten Seite von (5) mit 
g— «y y*— 1 yj^^ integriren von bis oo, so erhalten wir, abgesehen von den 
Constanten Factoren nach (2): 



(6) 



JVc—i —uy *— 1 j (2*;+« — 2)! , < o * 

y e «y dy^ ^ > , * = 1,2,...J 

^ 



(entsprechend ^oc u-\-l statt u); das Restglied i^ aber giebt: 
Nach dem bekannten Satze vom Mittelwerth ist aber 



gp 00 






wobei wir von r wissen, dass es zwischen und oo liegt, dass also 1 : (1+^ 
ein positiver echter von t abhängiger Bruch ist Sei ^ der grösste aller 
dieser Brüche, so ist wieder mit Anwendung der Gleichung § 2, (11) die 
rechte Seite von (7) absolut genonunen: 

rq\ ^,<i Vi (gg+*)i _^ -^<r+i (^a+s)\ 

W ^"^(23+2)! M*«+'+* ""*^(24+2)! ie«9+'+i 

0<f<i? 

und demnach: 
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^^^^ Jo Vi=^?^ J)^ ^» = -27 ^^+1-4! -^?+»-±••• 
"*" .^ (2«)! u'+*9-^ M2«+2)! u' + "*+^ * 

Einen entsprechenden Ausdruck erhalten wir, wenn u-^l bh Stelle von u 
gesetzt wird und hiermit 0{u) nach Gleichung (3). 

Wir brauchen nun für unseren Zweck die Annahme: 

(11) S— 2; 
dann wird nach (8) und (1): 

(12) *(«)-i (i + ^) - 4 + ;^ 

= ^_^±...4.(_l)*^^ + (_l)«e_ 






%+7::^T... + (-l)'— ^+(-1)'*'«'-^^ 



(u+l)» ' («+!)» ^- ' V ' (u+l)»«+» . V -y " („^i).«+. 

< {;,} < 1. 

Die beiden Beihen in (12) gehören zu den semiconvergenten, die Glieder 
werden n&mlich nur bis zu demjenigen k^^ kleiner, bis zu welchem und 
far welches noch 

^k-i 
d.i. nach § 2, (16) nähemngsweise : 

(13) «« > ^ 

ist, welche Bedingung mit wachsendem k unerfiÜlbar wird. Wir können 
nun u so gross annehmen, dass nicht nur die Bedingung (13) für k^ssq^l^ 
imd um so mehr die entsprechende für u-^l, erfüllt wird, sondern auch, 
dass das Bestglied, welches, wie (12) zeigt, ein aliquoter Theü des k^ 
für A; SS g -f- 1 ist, beliebig klein wird. Wir können daher beide Seiten 
der Gleichung (12) nach fallenden Potenzen von u entwickeln imd die 
Coefüdenten gleicher Potenzen bis 1 : u*9+^ einander gleichsetzen. ^) Bevor 



^) Ein strenger Beweis dafür, der z. B. (mit — = x) mittels Determinanten 

Ton der Form D § 15, (22) zu führen geht, würde hier zu viel Platz beanspruchen 
nnd möge dem studirenden Leser überlassen bleiben. 
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wir dies aber thun, möge, um die Fremdartigkeit des Anblick der 
Gleichung (12) zu mildem, Folgendes bemerkt werdend 

Multiplicirt man (12) mit t*' (t* 4" !)*> ^^^^ V2 S^8^^ ^^1 ^^^ setzt: 
w = t;— 2, v = j, t:=2z, also « = -^_ 
und zieht (1 — e^^ als Factor heraus, so erhält man: 

= (1 —g^^ ißi (l — e^)-^ — B^ . il''^)-'-il + ^) Zl 
+ B, . 2^.2 Jl-^r^^d+ ^r: _ ^^ ,,^, (l-,.)->--(l+.)-a ^ y 

und wenn man die Elanmier nach entwickelt und die Goefficienten von 
jP^, a^, e^ . . . einzeln gleich Null setzt, so erhält man Gleichung Y mit 
verändertem Schluss, der sich mittels der identischen Gleichung: 

22 ((2m + l)»m-i — 2» (w)^,) j^i — 2w = 

als nur formal von dem ursprünglichen verschieden erweist. — 

Wir setzen nunmehr in die Gleichung (12) die Staudtschen Aus- 
drücke für die B. Z. 

(14) (-1)*^,= ^. + ^ + i + ]- + ... 

ein, worin 2, a, h, . . . die Staudtschen Primzahlen für 2k sind. Man 
denke sich nun diese Form für Bfc, worin a = S ist, und & u. s. w. in 
bestimmter Art aus k gefunden werden können, von vornherein angenonunen 
und alles Unbekannte, also auch die etwaigen fehlenden positiven oder 
negativen Brüche mit Primzahl-Nennern, deren Summe, wie leicht zu er- 
kennen, nie eine ganze Zahl sein kann, in Afc zusammengefasst; zeigt 
sich dann, dass Afc eine ganze Zahl ist, so ist der Staudtsche Satz 
von Neuem bewiesen; imd dies soll für A; = 9n unter der Voraussetzung, 
dass Ä^, A^f . . . Am—i ganze Zahlen sind, geschehen. Die erste Zeile der 
rechten Seite von (12) liefert: 

(15) -$-$-•• — üfci-'P«(«) + (-l)'«^. 
wenn Wq{u) die Function ist: 

(16) W,[u) = (l + l)^,+ (^ + l + l)^+(i + i + \)^, + ... 



"*" (2 + 3 + &"'"••• "^ ij • M»«+^- 
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Wir wollen diesen Ansdruck in anderer Art anordnen. Der Coeffident 
von -J (und von ^) in ihm ist: —^-\ — ß + ... H — sjqn, und von einer be- 
liebigen redproken Primzahl p: ^ + ^^5=1 + ^, + .. . + ^i^J^i^+u 
worin A(p — 1) /^\ 2g ist.^) Daher ist: 

(17) lP,(«) = |[i, + ij + ... + -^) 

"(^''■^'in 11 1 \ 

"^2 p\üp'^ ;^^ "*" ;i^=» + • • • + „i(p_i)+ij 

und es folgt nun ans (12) bei Fortlassung des Bestgliedes die Gleichung^): 



- ^) Durch das Zeichen r^\ möge ausgedrückt werden, dass X die grösste im 

Quotienten 2q:{p — 1) enthaltene ganze Zahl ist. 

^ L&sst man ?«(u) und 9q{u-^l) ins unendliche gehen, so ist die Sunmie 
der bei !F«(ti) hinzugefügten Glieder von der Ordnung l:u^+^ denn der Goeffident 
von l:u*«"*"' in (16) (mit q-\-l statt g) ist kleiner als: 

| + i + i + ...+2^<lg(22+3) 

und daher, da 

lg(2g+fe+2) 

lg(2g+*) 
mit wachsendem k immer kleiner (und scfalieaslich = 1) wird: 

W (u\ W (u\<^ lg(2g+8) U . ig(2g+5) 1 . / lg(2g+5) \» 1 , \ 
'^ooW— ^9 W ^ ^«,+» y -r lg (24+8) • ^' "^ \lg (22+3)1 1? ^ ' ' 7 

^ ^ lg(2g+3) 

wo i wenig grOsser als 1 ist. Dadurch werden aber die einzelnen Summen in (17) 
unendliche geometrische Reihen und daher: 



2(u»— w) 7'i)(MP— w)' 

wo die Summation sich über alle ungeraden Primzahlen zu erstrecken hat, und 
es ist, wenn 

(- 1)» e 5,+i + ^ lg (22 + 3) =. Cf 
( - 1)-»-* e- .5,4-1 - ^ lg (22 + 3) = C' 



152 Dritter Abschnitt. Zahlantheoretische üntersaehiingen. 

2. Suchen wir in (18) beiderseits den Goefficienten von 1 : tt", so 
ergiebt die Yergleichong für n =» 2m -{- 2 die Formel XCI von Hermite, 
nnd für n &» 2m -{- 3 nach Addition der eben genannten Oleichung die 
Formel XCII vou Stern. Wir sehen von der AnsfÜhrong dieser Opera* 
tionen ab imd setzen, nnter a eine beliebige positive ganze Zahl ver- 
stehend, in (18) statt u successive: u — a, u — a+l\ u — a-{-2, ,.,u, 
K-f-l,...tt-|-^ — ^ ®^ ^^^ addiren sftmmtliche Gleichungen; dadurdi 
erhalten wir: 

"" {u-ay (u-^y • • • "^ (tt+a)» "^ (u+af "^ ' ' ' 

Jetzt suchen wir hierin die Coef&cienten von u^^ auf, wobei n nicht 
grösser als 2g 4" 1 zu denken ist. Der Coefficient von tf" in l:{u — a) 
ist a"-"\ in 1 : (ti — a)* ist er (n — l)a"-^, ebenso (n— 1)/*^* in 1 :{u — f)*, 
femer allgemein in (u — ä)"^ ist er (n — l)»_r «"""'* oder (n — l)r-i «""^ 
und daher in dem Factor von l:i> in y^q{u — a) (siehe Gleichung (17)): 

(n—l)^i a»-P + (n— l)a(p^i) «"-«p+i + (n— l>icp^i) a"-*'+» + . . . 

+ (n— l),^_i) a«-i--CP-i) 

v(|>— l)(^jn — 1 
und insbesondere in dem Factor von ^: 

(n— 1)2 a»~» + («— l)i a""* + . . . + (n— 1)»^ a"-^-^ 

= I ((a + l)«-i + (a— l)«-i — 2a«-i) 

2v/^jn — 1. 

Wird — a an Stelle von a gesetzt, so hat das den Erfolg, dass alle Glieder 
ausser der Sunune nach t den Factor l + C — 1)" erhalten, derselbe ist 



gesetzt wird, (wo c' imd j;f dasselbe ftb: u-f-l bedeuten, waa b und ^ für « sind): 



A r^ ?_ 4- ^1 _L _L 

— -^s *,6 ••• ao+i T^ r«_i_n» T^ ••• T^ 



^. ^ -4, 



w w 



„»9+1 ■ («H-l)* ■ ' («+!)*»+* 



+ 4=+ " 



Mittels dieser Gleichung, welche eine Schätzung des Fehlers gestattet, wird die 
links stehende Function von u in eine halbconvergente nach fallenden Potenzen 
von u und u-\-l fortschreitende Reihe entwickelt. 
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für ungerades n, 2 far gerades n, auch die erwfthnte Summe ist im ersten 

Falle 0, aber im zweiten Falle: 2 2 ^'~*» so ^^ss wir für ein ungerades n 

1 

die identische Gleichung s= erhalten. Nehmen wir h gerade = 2m -f- 2 
an, und setzen 2^ — ^*^ statt 2^*^» ^^ erhalten wir die Gleichung: 

XCIV (2w+l)2^*^ + i((<H-l)^+'+(a-l)*^+'--6a*«+i-2(2nt+l)a««) 
+ S} {(2m+l)p-ia*«+»-P + (2m+l),(p.i)a««+»-«P + • • • 

+ |(2m+l)2A«''^' + (2m+l)4^a««-» + ... + (2m+l)a«A,a}=0, 

vCp— l)<2m + l<(v+l)(i?— 1) 



wo die Summation nach p über alle ungeraden Primzahlen bis 2m -{-1 
auszuführen ist. 

Diese Becursionsformel hat nun den positiven ganzzahligen, sonst will- 
kürlichen Parameter a und wir werden denselben nun benützen, um den 
Nachweis zu fahren, dass Ä^ eine ganze Zahl ist, falls A^^ ^, . . . ^m— i 
es sind. Wir setzen zu dem Zweck: 

a=2m+l 

und wollen die ganze Gleichung durch (2fn-f-l)A oder a^ dividiren, wo- 
durch Ä^ den Factor 1 erhält. 

Statt der mit \ multiplicirten Klanmier können wir auch schreiben: 

— 4a*^+i -f 2(2«i4-l)2 a^-^ + ... + 2(2w+ 1) a— 2 (2f»4- l)a>'«; 

dieser Ausdruck lässt sich durch a^ und (wie die frühere Form zeigt) 
durch 4, also durch 4a^ heben. In der letzten Klammer in XCIV Ittsst 
sich jedes Glied durch d^ heben. Wir kommen nun zur Sunmie nach p. 
Wenn die Differenz, die wir der Kürze wegen mit ö bezeichnen wollen: 

d=2m-f 1 —v{jp — 1) 

grösser als 1, also mindestens 3 ist, so können wir a^ herausheben und 
es ist dann nach § 17, (7) (mit as=:2iii — 1, < = 0, /a=2wi + 1) der 

zurückbleibende Factor von — durch p theilbar. Ist aber d = 1, so sind 

p ^ 

zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich dass p m 2m-^l aufgeht, oder dass 
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p in 2fii-|-l nicht aufgeht, also prim gegen 2m-\-\ ist. In diesem 
letzteren Falle heissen die beiden Schlussglieder des Factors von — : 

(20) (2m + l)t«+i-paP + (2m + l)a; 

wir können daher, da p mindestens 3 ist, diese und somit den ganzen Factor 
durch a' heben, aber nach der genannten Gleichung ebenüalls durch p, folglich 
auch durch pa\ 

Ist endlich d = 1 und gleichzeitig jp ein Theiler von 2 m -f- 1 oder a, 
so ist im ersten Glied der Summe (20) a^ durch a^ theilbar und umsomehr 
die Potenzen von a in den vorangehenden Gliedern, das letzte giebt aber 
durch a^ getheilt 1 : p. Sind also p^ p\ p*\ , . diejenigen Primzahlen 
unter denen, über welche sich die Summation in XCIY zu erstrecken hat, 
welche in 2w4-l aufgehen, während gleichzeitig p — 1, ^' — 1, p** — 1 . . . 
Theiler von 2 m sind, so lässt die Summe nach p, wenn wir sie durch a* 
dividiren, den Best 

Dividiren wir nun noch das Anfangsglied von XCIV, worin wir die Summe 
auch nach früherer Bezeichnung als 8^^{ä) schreiben können, durch a^, so 
erhalten wir als Gesammtwerth des Bestes der Division der linken Seite 
von XCIV durch a^ ausser A^ den Ausdruck: 

a ^ p ^ p' ^ p^* ^ '"' 

worin p, p\ p" .., diejenigen Primfactoren von a sind, welche um 1 ver- 
mindert 2 m theüen. Dieser Ausdruck ist aber nach dem von v. St au dt 
bewiesenen durch Gleichung (12) des § 16 dargestellten Satze eine ganze 
Zahl. Folglich ist auch Ä^ eine ganze Zahl und somit der Staudtsche 
Satz von Neuem bewiesen. 

3. Schliesslich möge der eigenthümliche theoretisch interessante Zu- 
sanmienhang der B. Z. mit der Anzahl der Primzahlen hervorgehoben werden. 
Setzen wir in XCIV a = 0, wodurch die Hermitesche Gleichung XCI 
entsteht, bezeichnen femer 

^^ {(2m+l)2Ä + (2m + l)4Ä + . . . + (2m + l)a.Ä} = P(m,Ä) 

und setzen fest, dass Ö(2Ä4*1) = 1 sein soU, wenn 2Ä -f" 1 eine Primzahl 
ist, und = 0, wenn 2h-\-\ eine zusammengesetzte Zahl ist, so können wir 
die Gleichung XCIV folgendermaassen schreiben: 

(22) P{m, 1) 6(3) + -P(w, 2) 0(6) + . . . + P{m, m) ö(2m + l) 

=1 _„t_2«^-i— {(2m+l)2 ^1 +(2m+l)4 ^ + ... + (2m+l)a,„ ^.J. 



§ 19. G^ngrueiizen zwischen den BemouUischen und Enlerschen Zahlen. 155 

Denken wir uns also ^^, ^, . . . J.^ gegeben, so können wir nach- 
einander 0(3), 0(5),... 0(2i»+l) berechnen und aus ihren 
Werthen 1 oder erkennen, ob ihr Argument eine Primzahl 
ist oder nicht. So hängen die m ersten B. Z. mit der Anzahl 
der Primzahlen unter den ersten m ungeraden Zahlen zu- 
sammen. 

Z. B. folgen für m = 3 und m ^ 4 aus den bekannten Werthen 
(siehe am Ende des § 16): A^ esss A^ ==^ Äg = Ä^ =s — 1 die Gleichungen: 

2ie(3)+ 7 6(6)+ e(7) = 29 

86 Ö (3) 4- 27 e (6) + 12 8(7) +6(9) = 124; 

sind nun 0(3) und 0(5) als 1 bekannt, so folgt aus der ersten Gleichimg 
0(7) = 1, aus der zweiten 0(9) = 0, also ist 7 eine Primzahl, 9 eine 
zusammengesetzte Zahl. 

Bezüglich eines anderen Gegenstandes der Lipschitz sehen Abhandlung 
(nämlich des Zusammenhanges von 0{u) für s^=l mit der Biemannschen 
Function ^(s)) ist auf das Original selbst zu verweisen. 

§ 19. 

Congruenzen zwischen den Bemoullisohen und zwischen den 

Eulersohen Zahlen« 

1. Herr Kummer stellt folgenden Satz auf ^): 

„Wenn <p{x) eine Function von x ist, welche in eine nach auf- 
steigenden ganzen Potenzen der Grösse (e*** — e*^) geordnete Reihe sich 
so entwickeln lässt, dass die Coefficienten dieser Entivickelung rationale 
Zahlen sind, in deren Nennern die Primzahl Ä nicht als Factor vorkommt, 
und wobei r und s rationale Zahlen sind, deren Nenner den Primfactor A 
ebenfalls nicht enthalten, wenn femer dieselbe Function q) (x) nach Potenzen 
von X entwickelt folgende Reihe giebt: 

(1) ■<p(x) = A + ^z + ^x*+j^x^ + ..., 

SO findet unter den Coefficienten dieser Entwickelung folgende Congruenz 
statt: 

(2) A^ — {n\ A,n+x-l + (W)2 An+2A-2 + • - • + (—1)" A^+nX-n 

= (mod. i"). 

*) J. fOr Math. Bd. 41 (1850), S. 368. „Ueber eine allgemeine Eigenschaft 
der rationalen EntwickelungscoeMcienten einer bestimmten Grattung analytischer 
Functionen.'^ 
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Die Zahlen m und n sind beliebige ganze Zahlen und nur der einen Be- 
dingung unterworfen, dass m ^ n ist. 

Die besonderen F&lle für n=l, 2, 3 sind: 

(3) Am — Am^i-i = (mod. i); w ^ 1, 

(4) ^OT — 2 ^„+A-i +^in+5U-2 = (mod. A,^; w^ 2, 

(5) A^ — 3 Am^x-i + 3^«+aii-2 — Ai+sä-s = (mod. A^; m ^ 3.« 

Der Ausdruck Congruenz ist bei diesem merkwürdigen Satze in dem 
allgemeineren Sinne zu verstehen, dass, wenn die A^^ Am^x^i u* s. w. ge- 
brochene Zahlen sind, der Zähler der' linken Seite von (2) sich durch JL^ 
theilen lässt. Der Beweis desselben ist folgender: 

Nach Voraussetzung ist: 

(6) (p{x) = %ak{if^ — e'-Yy 



also nach dem binomischen Lehrsatz: 

(7) (p{x) = S 2 (-1)* (% au c{''<*-*)+'*K 



um die Entwickelungscoefßcienten der Reihe (1) zu erhalten, differentüren 
wir (7) mmal nach x und setzen o^saQ, das giebt: 

(8) ^m — S S (-1)* (% «* Hh-h) + 8h}'". 



Setzen wir: 

r{k—h) + sh^t, 

so hat, wenn auch r und s gebrochene Zahlen sind, t im Nenner nicht 
den Factor A, ebensowenig wie a^, und es wird die linke Seite von (2), 
welche wir mit L bezeichnen wollen: 

m 

(9) i = s s (—1)'' (% «)t r - Wi ^'"+'-' + (^)2 «'""'*'"-* + • . . 

= S S i—^y (% «A «'^ (1-^^-0"- 



Besitzt mm t den Factor Ä, so ist P durch ^'^ theilbar, besitzt es den 
Factor Ä nicht, so ist nach dem Fermatschen Lehrsatz (1 — <^~^)" durcli 
A", also jedes Glied der Doppelsumme in (9) imd somit sie selbst ebenfalls 
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durch die kleinere der beiden Potenzen ^"^ und A^ theilbar^), da keiner 
der Factoren A sich gegen einen gleichen in einem Nenner aufheben kann. 
Nehmen wir, der Voraussetzung gemäss m^n an, so ist hiermit die Gon- 

gmenz (2) bewiesen. Wir machen von derselben nunmehr mit Kummer 
zuerst eine Anwendimg auf die BernouUischen und dann auf die Euler- 
schen Zahlen. 

2. Setzen wir in § 2, (5) oder in der damit identischen Gleichung 

oa? statt x^ wobei a eine beliebige positive ganze Zahl ist, multipliciren 
mit a und ziehen davon (10) selbst ab, so erhalten wir (vgl. § 15, (8)): 

(11) i5^ -?^-^ + f;(«'-i)^-f[ («*-!) ^"i-- 

Die linke Seite, die wir mit g>{x) vergleichen, können wir nach ganzen 
aufsteigenden Potenzen der Grösse £f==e^ — 1 entwickeln, denn sie ist: 

(12) ip{x)^ 5 i ^ i 

wobei sich — forthebt. Ist nun A eine beliebige Primzahl, und a so ge- 

wählt, dass es nicht durch A theilbar ist, so erhält kein Nenner in der 
Entwickelung von (p{x) nach is den Factor i, tmd die Grösse t (in 
Gleichung (9)) ist überhaupt eine ganze Zahl, da r = 1, « = ist, also 
ist auf diese Function q) (x) die Gleichung (2) anwendbar und der Vergleich 
der rechten Seiten von (1) tmd (11) ergiebt für m=2v — 1 und w = 2v: 



a^"— 1 



(13) Mir.-i — (- ^, 2v 

l Ä2v = 0. 



Nun ist >i — 1 eine gerade Zahl; nehmen wir also m = 2v — 1, so sind 
alle Glieder in (2) von verschieden, und zwar ist, wenn z. A.: 

• • 1—1 -x 

-g- mit ju 

bezeichnet wird: 



^) Ist * gebrochen = t^ : %j so ist der Zähler von 1 — <^~"^ nämlich tj""^— t^""^ 
(*J""*— 1) — (*J"^ — 1) durch X theilbar. 
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und die Congmenz (2) unter ForÜassnng des Factors ( — !)*"■*: 

XCV ?^ £, _ (_ 1). (n\ ^^ B^^, + (n), \^ Ä^-V 

_l — l = n+l 

Die Bedingung für v entstammt der obigen: m^ n; ist dieselbe nicht 
erfüllt, so ist der Modul der Congmenz X^^^^. 

Wir nehmen nunmehr für a eine primitive Wurzel von X und legen 

dem V die Bedingung auf, kein Vielfaches von "Z zu sein: dann 

ist a**' — 1 nicht durch X theilbar (siehe § 15, Nr. 3, V), aber wohl 
a*'* — laaaa^—^ — 1 uud es sei: 

(14) a«^=l+cyl, 

wo c eine positive ganze Zahl isl Wir führen nun die Bezeichnung: 

(15)v(v,«) = ^-(-l).(n),^+(n).,^-(-l)-(n)«^ + ... 



V + flfl 

ein und wollen beweisen, dass yf{vj n) durch A," theilbar ist. Zu dem Zweck 
bilden wir den Ausdruck: 

Derselbe ist, nach Potenzen von Ä geordnet: 

(16) ny,n) = ?^-(-iy(nk ^ +... + {-ir+^cx{(n\ ^ 

~ V + flfl 



§ 19. Gongraenzen zwischen den Bernoullisclien und Kulenclien Zahlen. 1 59 
Nim ist, wie leicht zu übersehen: 

(1 7) (»)*+r (fc + »•)* = (»)* («— *!)r, 

also ist der Coef&cient von ± c*^* in (16): 

d. i. nach der Bezeichnung (15): 

und demnach: 

(19) 5^(v,»)=y(v,«)±(n)i cX\p{v+fji, n—l)±{n\ Mhp (v+2iu, «— 2) ±... 

• * 

±(«)„— 1 c"-^>l"~^y(v4-(w — l)ju, l) ± (^X^xpiy-^-nfji, o), 

worin überall + geschrieben wurde, weil es beim Beweise auf das Vor- 
zeichen nicht ankommt. Sei nun v^ irgend eine ganze positive Zahl, die 

kein Vielfaches yon —^- ist, imd seien die Congruenzen: 

xp(y^ 1) = (mod. X\ y (•, 2) = (mod. X% ... v(^i «—1) = (^od. >l»-i) 

bewiesen, so ist, da v -f- A;^ eine Zahl ist, die der Forderung für v* genügt, 
y(v + Ä/^,n — Ä) durch X^"^ theilbar, daher folgt aus (19): 

(20) !P(v, n) = v(v, n) + Jii«, 

wo A eine ganze oder mindestens eine rationale Zahl ist, deren Nenner 
nicht den Factor X enthält. Jetzt lautet die Congruenz XGV nach Multipli- 
cation mit 2: 

a*" W{v, n) — xp (v, w) = (mod. i") , 

folglich ist nach (20): 

(a^ — 1) v(i/, n) = (mod. yl") 

also, da a^ — 1 nicht durch X theilbar ist: 

(21) y (v, w) = (mod. X""), 

I 

Dieser Beweis kann aber genau in derselben Art von n =» 1 an beginnen, 
die Congruenz (21) ist also allgemein bewiesen, d.h. wir haben: 
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xcvi ^^+(_i).«(„),^^;+H^+(-i>->Ws^.+ - 

1—1 _ «4-1 

worin v kein Vielfaches von ju sein darf. 

Beispiel. Für yl=7, w = 2, v = 2 ist: 

^« a. 9 ^5 , ^8 _ 41895 3.19 -2 

2 "^ 5 "^ 8 ~ 2* . 8 . 5 . 11 . 17 ~ 2* . 11 . 17 • " 

3. Weit einfacher ist die Anwendung der Gongru^z (2) auf die 
Secantencoefficienten. Es ist nämlich nach § 9, (1): 

(22) 9,(^) = -^ = l_||:.3+5:r*-gx<'±... 

X X 

und wenn e^ — e ^ = £r gesetzt wird: 

also q)(x) eine Function, die dem obigen Satze genügt (*^ = 4'» ^^^ — ^)» 
der Vergleich von (22) mit (1) giebt: 

Äi^ = (—1)" a^ 
und folglich ist unmittelbar: 

XCVII Xr + (— 1>"+* («)i ar+.a + W« a,+«a + (— 1>*+^ ^3 O^+s.a + - - . 

+ (_l)«(f*+i) a,+„, = (mod. >l») 

^ — 2 ' > 2* 



Hieraus lassen sich sehr leicht einige interessante Eigenschaften der Euler - 
sehen Zahlen ableiten, die zuerst von Scherk^) angegeben sind. In § 15 
ist am Ende von Nr. 1 gezeigt, dass die ß^ von m :=: 2 an ganze gerade 
Zahlen sind ; hieraus folgt nach Gleichung XV, dass die a^, von m =» 1 an 
ungerade ganze Zahlen sind; die ersten derselben sind (siehe § 4) o^^ = 1, 
0^ = 5, a3 = 61, «4 = 1385. Setzen wir nun in XCVlI: w = l, >l=3 
und V der Reihe nach = 1, 2, 3, . . . so folgt nacheinander, dass 

«1 + 02» ^+ ^Si «3 + «4» *4 + «5» ^' S- W. 



^) In der im § 4 citirten Abhandlung. 
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durch 3 iheilbar sind; nun ist a^ — 1 durch 8 theilbar, also folgt der 
Heihe nach, dass 04 + 1, Og — 1, a^ + 1, as — 1 u. s. w. durch 3, und 
da es gerade Zahlen sind, durch 6 sich theilen lassen. 

Femer sei nssl, ^2 = 5, so folgt, dass x^^^ — ^ durch 5 theilbar 
ist; nun ist a^ := 1, also müssen Xg, ag, u. s. w. mit 1 oder 6 endigen, 
also, da es ungerade Zahlen sind, mit 1; dann ist oc2 = 5, also müssen 
a^, Og, u. s. w. mit 5 oder mit schliessen, folglich als ungerade Zahlen 
mit 5. 

Weitere sich hier anschliessende Eigenschaften der Eulerscben Zahlen 
und ihrer Differenzenreihen sind von Stern ^) aufgefdnden worden; näher 
darauf einzugehen, würde den Rahmen dieses Buches überschreiten. 



§ 20. 

Gongruenzen zwisohen den Lipsohitzsohen Froduoten und zwischen 

den Tangentencoefücienten. 

. 1 . 1/Vir verstehen unter den Lipschitzschen Producten die in den Gleichungen 
TiXXXix mit (73 und 6r^ bezeichneten, von denen Lipschitz (s. § 15, 
No. 2) bewiesen hat, dass sie ganze Zahlen sind, und wollen zeigen, dass sie, 
mit richtigem Vorzeichen genommen, an Stelle der Grössen A^, ^»1+2—1 "O- s. w. 
in die Gongruenz (2) des § 19 eingesetzt, dieselbe befriedigen. Zu dem 
Zweck knüpfen wir an die Gongruenz XGV aoi, in welcher v nur die Be- 

M*~l-~ 1 

dingung zu erfüllen hat, nicht kleiner als ^ zu sein, und setzen/ 
darin z. A. 

(^) 2v+2k(, ^^-^'^ = ^(^ + *^) ' 

dann ist sie: 

(2) F{v, n) = f{v) + (-1)"+^ {n\ f(y+M) + {n),av + 2ß) 
+ (—1)?*" («)s fiv+^fi) + ...±f{v + nju,) = (mod. i"), 

wobei F{v^ n) eine Bezeichnung für die linke Seite sein soll. Sei nun b 
eine ganze, durch Ä nicht theilbare Zahl und sei H der Ausdruck: 

(3) H = fiv) + (— l)M+i (n\ b^fiv+fi) + («), 6«M f(y + 2ju) + ... 

m 

setzen wir dann ähnlich wie in Gleichung (14) des § 19: 

52^ = &^-i= 1 + c^, 



*) J. für Math. Bd. 79 (1875), S. 67. 
Saalschutz. 11 
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so ist der Coeffident von + c* ^^, genau entsprechend dem dortigen Aus- 
druck (18): 

W* {/^(v+M + (-l)/*+i(n-ÄX ny+lc^i + /i) + {n^Jc\ /•{v+Ä/i+2/i) + ... 

± f{v + lciuL + n—hfjL)\. 

Hierin ist aber die Klamm«: nichts Anderes als i^(v-f-A;/i, n — V) nnd 
folglich nach (2) durch 2"^* theilbar, daher ist H durch yl" theilbar und 
wir haben also nach Mulüplication mit V'^ die Oongruenz: 

(4) 6«^ f{v) + (—1)^+1 (n)i 5^+«'* ({v+jui) + . . . 

± 62"+«»/^ /-(v-i-n/i) = (mod. i«) 

und auch, wenn wir Congruenz (2) hiervon abziehen: 

(5) (6«-- 1) m + (- 1>*+ ^ (n), (5^''+^- 1) ^(v + ^) + . . . 

4. (ftaf+an^—i) /^(v + n/i) = (mod.yl»). 

Nehmen wir nun in (4) h gleich a, in (5) 2) prim zu a an, so erhalten 
wir mit Benutzung von (1) die Congruenzen im eigentlichen Sinne des Wortes : 

+ W» 2v + V ** 

+ (*»)» 2» + 4/B ^'•+»'' + • • • 

;t-l >n+l 

Hierin sind die einzelnen Summanden, wie bereits bemerkt, von Lipschitz 
als ganze Zahlen nachgewiesen worden. Setzen wir in XGYIIIi^ a = 2, so 
erhalten wir als speciellen Fall, indem die Lipschitz sehen Producte in 
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die Tangentencoefficienten übergehen, folgende von Stern entwickelte 
Congruenz^): 

XdX ß, + {-ly^^ {n\ ß,+^ + (n), ß,^2^ + (—1)^+1 K A+8^ + . . . 

+ (_l)«(M+i) ß^^„^ = (mod. Ä-) 

X—1 > n + l 

^ — 2 ' ^ = 2 • 

Setzen wir hierin ^=3, n= 1, v ^ 1, so folgt, wie bei den Eulerschen 
Zahlen, dass ß^ — 1, /?2 + ^> ßs — 1» A + ^ ^' 8. w. durch 3 theilbar sind ; 
setzen wir >ls=7, so ergiebt sich, dass A-|~/^v+> (^® ebenfalls auch 
Oy -|- Xy^s) durch 21 theilbar ist. Setzen wir A=b, so sehen wir, da 
A BB3 1 , ß^i=i2y dass von ß^ an die Tangentencoefßcienten (als gerade 
Zahlen) abwechselnd mit 6 und 2 schliessen müssen, worauf zuerst Stern 
(a.a.O.) aufmerksam machte. Derselbe entwickelt (ib.) aus der Congruenz XCIK 
bezüglich der Differenzreihen der Tangentencoefficienten Folgendes: 

Für ^=»5 ist die linke Seite von XCIX nämlich: ß^ — (w)iA+a±... 
die n^ Differenz der Beihe ß^ A-fa? ßv-\^ u. s. w. Ist nun v eine ungerade 
Zahl, so ist, nach § 15, No. 1. am Ende, ß^ durch 2*^~*, ßv^i, ßv-^ u. s.w. 
durch höhere Potenzen von 2 theilbar, folglich auch der ganze Ausdruck 
ßy — (n)i /?y^2 + (w)2 Är_|_4 + . . . durch 2*^^* theilbar. Ist nun v nicht nur 

^ -~^, wie es für XCIX verlangt wird, sondern > -^ (z. B. für »=5 

nicht V ^ 3, sondern v ^ 5), so ist 2v — 2 ^ » und daher genannter 
Ausdruck durch lO** theilbar, d. h.: 

Sämmtliche Glieder der n^^ Differenzreihe der Zahlen ß^, 
Ä4-2, /Sv-|_4 u. s. w. schliessen mit n Nullen und diejenigen der l***^, 
2ton^ 3ten Differenzreihe u. s. w. mit bezüglich 1, 2, 3 u. s. w. Nullen. 

Hieraus folgt, dass die den Nullen vorangehende geltende Ziffer in 
jeder Zeile constant bleibt, nur in der letzten Zeile ist die erste dieser 
Siiffem von den anderen verschieden. In dem folgenden der Sternschen 
Abhandlung (mit Verbesserung eines Fehlers in ß^^ und den darunter 
stehenden Differenzen) entlehnten Beispiel ist in der ersten Eubrik, welche 
die Nummer der Differenzreihe oder den Werth von n angiebt, der hierfür 



^) Stern leitet dieselbe in der Abhandig. im J. für Math. Bd. 88, S. 85 
direct ab, indem er die YoraosBetzung des Eumm ersehen Satzes im vorigen 
Paragraph dahin erweitert, dass ip{x) (vgl. § 19, (6)) in der Form: 

(p{x) = ^ 2 «A (<^ — C^) 



lieh darstellen Iftsst. 

11* 
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ausreichende kleinste Werth Ton v in Parenthese beigefügt. Von ßj an 
sind nur die 7 letzten Ziffern angegeben. 



« 


Ä 


Ä 




16 


7936 


Diff. 1(3) 




7920 


• „ n(3) 






„ m(8) 






„ IV (3) 






» V(5) 







2368256 
2360320 
2352400 



Ä 

. 5342976 

2974720 

0614400 

8262000 



Äi 
3124096 
7781120 
4806400 
4192000 
5930000 



As 
.7983616 
4859520 
7078400 
2272000 
8080000 
2150000 



Ä5 

.1473536 
3489920 
8630400 
1552000 
9280000 
1200000 



Für ßy = ß^ ist also die 4^ Differenzreihe als letzte anzusehen, für ß^ss=sß^ 
erst die b^ (mit 1200000 als Beginn); der Congruenz XCIX für n = 5 
genügt schon vt=S, daher fängt die letzte Reihe mit . 2150000 an, d. h. 
mit einer Zahl, die den Factor 5^ . 2^ besitzt. 

Ist V eine gerade Zahl, so ist ein derartiges Gesetz nicht allgemein 
gültig.i) 

2. Herr Stern macht von der Congruenz XCIX noch Anwendungen 
anderer Art. Setzen wir darin v=l und w = l, so folgt: 



oder: 

(6) 

oder auch: 

(7) 



ßi + (—1)"+' ß^+i = (mod. X) 

/8^+i = {—\Y (mod. X) 



i— 1 



y?i+i = (— l)~(mod.A); 



2 



setzen wir weiter in XCIX w = 1 und v = 1 -j- hfx^ Ä == 0, 1, 2, . . . Ä — 1, 
so erhalten wir: 



(8) 



ß^+^ = i-iy 

Ä^+, = (-1).« ß^+, 

Ä/t+l ^ (—1)^ ßift+l 

m 
m 

ßkfi+1 = (—1)'* Ä*-l)ii*+i 



(mod. X) 



^) Z. B. fürn = 121, v = 62 ist ß„ durch 2^-^'' (r = 1), d. i. dnrch 2^« 
theübar, aber ß^ nur durch 2"*-*-* = 2"^ also auch die Reihe fe — 121 ft* ± . . . 
nur dnrch 2^^, so dass die 121*' Bifferenzreihe in ihren Zahlen nicht 121 Nullen 
am Ende, sondern 120 Nullen und eine vorangehende 5 zeigen würde. (Der 
Stern sehe Beweis für seine, im Text negirte, Behauptung enthalt ein leicht zu 
entdeckendes Versehen.) 
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und wenn wir diese Oongmenzen miteinander mnltipliciren: 

(9) /?*^+, = (— 1)*M (mod. X) > = *-i^ • 

Ans dieser Sternschen Oleichnng können wir eine interessante Folgerung 
ziehen. Bezeichnen wir nämlich k/i'\-l mit m, so ist ^ eine nngerade 

Primzahl der Art, dass -5— in m — ^^1 oder ^ — 1 in 2(m — 1) aufgeht; 

sind nun Äy J^^ A^j . . . Xr sänmitliche Primzahlen dieser Art, so folgt aus 
obiger Congruenz (wobei die Bedeutung Ton k^y h^ u. s. w. und /ei^, jjl^ u. b. w. 
sieh von selbst ergiebt): 

Ä^i + i + (—1)*'*+* — )8« + (— !)"• ist theilbar durch X 
Ä,u.+i + (-l)*t'*«+^ - /9^ + (-1)- . ,. ^ X, 

also: 

C ßm^- (—1)'" = (mod. XX^X^...Xr). 

Nnn sind aber ^, ^, ^, . . . >lr nichts Anderes als die Staudtschen Prim- 
zahlen fiir m — 1 mit Fortlassung von 2, daher können wir die Congruenz 
C auch in Worten so aussprechen: 

Die Summe ß^ + ( — l)*" ist durch den halben Nenner von 
Bn^i theilbar. 

Bei kleinen Werthen von m (etwa bis moKlO) kann man ß^^ aus 
seinen zsJilentheoretischen Eigenschaften, zu denen auch die Theilbarkeit 
durch 2*"~*"^ (s. § 15, No. 1, a. E.) gehört, wenn man seinen Werth mittels 
der aus § 2 (18) und § 4 (3) folgenden Formel: 

^ (2in--l)!2»>»+^ ^ 

Hm = iSi ^*»» 

auf etwa 7 Ziffern berechnet {T^gn da^ gleich 1 gesetzt werden), genau 
finden; für grössere m reichen die genannten Eigenschaften dazu nicht 
mehr aus. Z. B. ist für m = 7 : 

^ — 1 = 1365a;, ^ = 4096y, 1365« — 4096y — — 1, 

hieraus: 

a? = 3 + 4096« 

y=l + 1365«, 
worin n eine zunächst unbestimmte positive ganze Zahl ist; also: 

ßj = 4096 + 5591040«; 
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der Nähenmgswerth ist: 

ßj »» i?if_ = 22870000, 

folglich n BS 4 und hiennit genau: 

ßt — 22368256. 

In dem ersten Theüe der genannten Abhandlung von Stern sind mit Be- 
nutzung anderer Principien Betrachtangen über eine Reihe yon Zahlen 
angestellt, die mit den Tangentencoefficienten in ziemlich engem Zusammen- 
hang stehen. Wir gehen anf dieselben hier nicht näher ein und schliessen 
diesen Paragraph nnd zugleich diesen zahlentheoretischen Abschnitt mit 
einer interessanten Congruenz aus demselben Aufisatz, die sich auf eine 
B. Z. mit einem Index von besonderer Natur bezieht. 

Drücken wir n&mlich in (7) ßi^i, wo Ä eine beliebige ungerade Prim« 
zahl war, durch die B. Z. aus, so erhalten wir: 



2H-i(2^+i_i) 



2—1 



A+i=(— 1)* (mod.>l) 



i+1 a 

oder, wenn wir mit X-^l multipliciren und rechts das Glied mit X fort- 
lassen 



i— 1 



CI 2^+1 (2^+1 — 1) Bi+i = (—1) » (mod. i), 

2 



imd dies ist eine Congruenz im eigentlichen Sinne wie die meisten in diesem 
Paragraph, da auf ihrer linken Seite eine ganze Zahl steht. 



Vierter Abschnitt. 

Die Mac-Lanrinsehe SnnimeiiformeL 



§ 21. 

3>as Bestglied der SCao-LauTiiiBoheii Summenformel in seinen ver- 
sohiedenen Gestalten« — Beihen mit positiven und negativen Gliedern. 

Die UnvoUkonunenheit der Mac-Laurin sehen Smnmenformel besteht, 
wie in § 3 gesagt, darin, dass dabei einö Abschätzung des begangenen 
Fehlers nicht möglich ist. Eine solche Abschätzung ist bei allen unend- 
lichen Beihen unerlässlich, bei den hier zur Verwendung kommenden aber 
um so mehr, als deren Glieder in die B. Z. multiplicirt sind und deshalb 
wegen des raschen Wachsthums der letzteren (s. § 2, (13) und (16)) sehr 
oft anfönglich abnehmen und dann wachsen. Beihen dieser Art heissen 
halb-convergent und haben gegenüber convergenten, bei denen der Fehler 
beliebig klein gemacht werden kann^ die Eigenthümlichkeit, dass derselbe 
nicht mit Sicherheit unter eine bestimmte Grenze sich herab- 
drücken lässt. Die Aufstellung eines Bestgliedes ermöglicht es, zu erkennen, 
welche untere Fehlergrenze im gegebenen Falle überhaupt erreichbar ist, 
und wie weit, um sie zu erreichen, die Bechnung geführt werden müsste. 
Hiemach bleibt zu entscheiden, ob die erzielbare Genauigkeit ausreicht; dies 
ist aber häufig der Fall, und man wird oft sogar nach Beurtheilung des 
möglichen Fehlers in der Lage sein, die Bechnung schon vor dem Gliede 
genauesten Besultates schliessen zu dürfen, so dass die halbconvergenten 
Beihen vielfach äusserst nützliche Berechnungsmethoden liefern. 

Wir gehen nunmehr also daran, die Gleichung (15) des § 3 durch 
Hinzufügong eines Bestgliedes zu vervollständigen und folgen dabei an- 
fänglich der Darstellung des Herrn Schlömilch in dessen bekanntem und 
vortreflflichem Compendium der höheren Analysis^). 



^) Zweiter Theü, in der Abhandlung über die Bemoullischen Functionen und 
die halbconvergenten Beihen. 
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Es ist, wenn, wie gebräuchlich, die Forderung f{x) nmaX nach x zu 
differentüren und dann x-{'ht bxl Stelle von x zn setzen, durch /t") {x-^-hi) 
ausgedrückt wird: 

(1) f{» + ») = m +*/»(«)+ ^ r (*)+... + Y^ f^"' (*) 

1 

wie durch partielle Integration zu beweisen geht. Nehmen wir der 
Reihe nach: 

f{x) = F(x\ F'{x), F*\x\ . . . i?'<«»-i)(«) 
fM=2n, 2n— 1, 2n — 2,... 1, 

so erhalten wir die folgenden 2«i Gleichungen: 



+ *"+^lo^^""-^^*(*+*0'^*- 



j"(-, + Ä) - n«) = T F"(p) + o ■^"'(*) + • • • + i.2.r(a^-i) ^'(*> 



+ *"to:J^) ^^" (*+*')«''• 



J«'(ir+») - F"{x) = A iP"'(a,) + ^ F"'(») + ... + ^a.*!^2) ^^(*) 



1 



1 

Die erste dieser Gleichungen multiplidren wir mit 1, die zweite mit a^ h, 
die dritte mit a^ ^', die vierte mit a^ h^ u. s. w., wobei %, o^, Og u. s. w. 
vorläufig unbestunmte Coefficienten bedeuten mögen, und addiren dann alle 
Gleichungen; dies giebt: 
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(2)(JXaH-*)— jF'(«)) + aih[F'{x+h)—F'(x)) + ajh'(F"(x+h)—F"(x)) + ... 

+ ain-i **^' (jF^-^y (« + Ä) — J«»"-») (x)) ^hr{te) 

+ (f! + § + ^) *'-^"(^) 



Ueber die noch nnbestimmten Coefßcienten 0^,0),... Oan^i wollen wir 
jetzt so verfügen, dass rechts die mit h^, h\ . . , Jfi^ multiplicirten Aus- 
drücke wegfallen, dass also folgende 2n — 1 Gleidiungen stattfinden: 

1 + ^ = 

31 ^ 2! ^ 1! 

4! "*" 3! "^ 2! "^ II ~''' 

^ I ^ I ^ I 4.^*5=1=0 

(2w)I ^(2n— 1)1 ^ (2n— 2)1 ^ ••• ^ II 

Diese öleichimgen sind dieselben wie § 3, (5) (mit h^»2n — 1), deren 
Auflösung durch § 8, (18) gegeben ist. Daher wird, wenn wir zur Ab- 
kürzung den Inhalt der Klammer unter dem Integralzeichen mit 

y fe 2n) 
(2n)I 

bezeichnen, so dass also: 

(3) (p (e, 2n) — (1 —i)^ — « (1 — 0»"-i -f {2n\ B^ (1 —(f^^ 

— {2n\ JB, (1 —tf^ ± ... + (_ l)n (2nV_a ^„-i (1 - 0* 
ist, aus Gleichung (2) folgende: 
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F{x + Ä) — F{x) — \h irix 4- Ä) — i^(a:)| 



also ist auch: 



(5) 



Ä Pix) — F{x +h) — F(x) — MjFv(a. + Ä) — J»(a;)| 

' fpit—i) (x+h) —F(*^'> (x)\ — B^. 



+ (_l)- ^- *- 



(2»— 2)1 



Setzen wir hierin der Beihe nach: 

x = a, a + Ä, ... a + (q — l)h 
tmd addiren alle Gleichungen, so entsteht: 

(6) hir{a) +F'(a + h) + ... + F'{a + f^h)\ 

^F{a + qh)-F{a)-^{F^{a + i=^h) — r{a)}±... 

worin ^fi%n die Bedeutung hat: 



(7) 






Führen wir nun statt der Function F(x) eine andere mittels der Gleichung 

F{u) = f(u) also i?^'(«*) = /*(«*) ^- s. w. 



ein, setzen: 

(8) 
und 



a-\- qh=sh 



'^f(^\a + kh + ht) = U„,it), 





so dass 
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b 

[ f{u) du «= F{h) — F{a) 

Ja 

und: 

(10) 2jFK«»+i)(a + Ä;;^ + Ä0 = S/^*"H« + *Ä + ÄQ=» üi„(0 



werden (wobei die Differentiation, wie gesagt, nach dem Argoment oder 
nadi a auszufahren ist), so erhalten wir nach (6) und (7) und mit Be- 
nutzung der Abkürzungen 

(11) F=- -Bi ^ (f (6) - r(a)) ~B,^ (f"'(b)-f'"(a)) ± . . . 

+ (-1)« B„., -^^ (/<»— >(6) - ^*-»)(a)), 

1 

(12) P,, = — ^J- [ <p(t, 2«) Utn (t) dt 
diese Gleichnng: 

i 

— f fix) dx + ^ (fib) + f{a)) +r+P,„; a + qh = b. 

J ü 

Wir wollen nun mit Hülfe unserer Gleichungen für die B. Z. diejenigen 
Eigenschaf ben der xmter dem Integralzeichen stehenden, durch (3) definirten 
Function (p{ty 2n)^), welche wir zur Umformung obiger Summenformel 
.brauchen, ableiten. Zunächst ist: 

(13) (p (t, 2n) = q){l — f, 2«), 
denn in der Differenz: 

(p{t, 2w) — 9?(1 —t, 2n) — 1(1 — ^2" — f3«| — w |(1 — ^)««-i— ^"-ij 

+ (2^)2 -Bi |(1 — 0^«-2- ^a«-8j :p . . . 

+ (-1)- (2n)an-2^n-i {(1-0' — ^'} 



^) Dieselbe ist (unter dem Namen der Bemonllischen Function) ziemlich 
gleichzeitig von Raabe und Malmst^n discutirt worden. (Vgl. § 12 am Anfang.) 
In der Malmstönschen Abhandig. stehen u. A. die im Text mit (18), (16) u. s. w. 
bezeichneten wichtigen Gleichungen. 



172 Vierter Abschnitt. Die Mac-Iiauriiische Snmmenformel. 

ist der Coeffident von <**: 

(2n)a*— i(2«) (2n—l)^^ + (2n\ {2n — 2)^B^—(2n)^ {2n—A)^B^ ± ... 

+ (— l)»-^(2n)^.,*.a (2Ä; + 2)a* B^i^^i 

d. i. mit Benutzung von Gleichung (17) des § 19: 

= (2»V {l — i (2n— 2t) + (2n— 2Ä), B^ — (2n—2k)^ B^±... 

+ (— l)»-*(2n— 2t)2n.a*_a^^_i} 

und hier ist die Klammer nach 11, wenn darin m«=an — k — 1 gesetzt 
wird, Null. Ebenfalls ist der Goefßcient von <**+^: 

— — (2n)jjn.i |l— i(2n-2Ä^l) + (2n— 2Ä?— l)s, JBi— (2n— 2Ä^1)4JB8±... 

+ (_l)»-*(2n— 2*— l)^,,*.a5«-^-i} 

nach I mit m = n — k — 1 gleich Null. Wir dürfen also auch die 
Definitionsgleichung (3) Andern, indem wir auf deren rechte Seite t statt 
(1 — t) setzen. Wir erkl&ren also: 

(14) <p{t, 2») = ««» — "1?- ^-1 + (2n)j ^1 <»«-«— (2»)^ B^ ^«*-*±... 

+ (— l)M2«)an-2^«-i^* 
und fägen hinzu: 

(15) ?)(<,2n+l)— «^+^- ^ <2»+(2«+l)j^<»»-i- (2n+l\B^ t»-^±.^ 

+ (— 1)" (2n + l)a„«a Bn-^ t^ + (- 1)"+^ (2n + 1)*. Bn ^, 
dann folgt unmittelbar: 

\Mi^ _ ^2« + 1) {q>(t, 2«) + (- 1)-+^ B,}. 

Da nun, wenn jer »■ 1 — t ist, identisch 

(p{t,2n) = q>{0,2n), 

also: 

d»(t, 2n) (?y (;g, 2n) 

ist, so ist auch: 
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(17) (p (f, 2n— 1) = — 9? (1—^, 2w— 1), 
folglich ist: 

(18) / ^ ^^' ^"^ "^ ^ ^^' ^"^ "" ^ 

\9) (0, 2n— 1) = 95 (.J., 2»— 1) = ^ (1, 2«— 1) = 0. » > 1 

Der Werth (p (t, 2m) für t^\ ist aber 

(19) 9>(f 2«) = A. |i_2« + 2»(2«),£i— 2*(2«), £2 ± - 

+ (_1)»2»»-»(2«),„_,5^i} = (-1)» 5i=^ 5n = (-l)" (2-2^.) 5« 

(nach Vlll mit m = >»). Wir nehmen nun an, dass q){t^2n — 1) zwischen 
^=0 und ts=^ nicht verschwinde, und sehen zu, was darausfolgen 
würde. Dann nimmt (p (t, 2n) dauernd zu, oder dauernd ah, im ersten 
Falle ist es dauernd positiv, im zweiten dauernd negativ. Die Differential- 
quotienten von q){tj 2w + l) für ^==0 und t=^^ sind nach (16), (18) 
und (19): 

Beide Differentialquotienten sind also von verschiedenen Vorzeichen, daher 

muss ' fr^ zwischen und 4- einmal und nur einmal verschwinden 
dt * 

(weil q>(t, 2n) dauernd zu- oder ahnimmt), q)(t, 2n-|-l) hehslt also da- 
zwischen dasselhe Vorzeichen, da die Function für ^=0 und für t = ^ 
Null ist. Verschwindet also q>{tt2n — 1) nicht zwischen ^«=0 und t=s^^ 
so geschieht dies bei q)(t,2n-\-l) ebenso wenig. Nun findet aber der 
angenommene Fall in der That statt, denn es ist: 

q> (t, l):=t, (p {t, 2) == t {t—l\ q> {t, 3) = t (<— 1) (t—^), 

also behält q) (t, 2n) zwischen und -|-, und daher wegen Gleichung (13) 
auch zwischen ^ und 1 dasselbe Zeichen, und erreicht für t = ^ ein 
Maximum oder ein Minimum, welches durch (19) gegeben ist. Daher ist 
überhaupt (wenn t zwischen und 1 bleibt): 

otn 1 

(20) 95 (t, 2«) = (-1)» e ^t B„ ^ ö ^ 1. 

Wir heben noch einmal hervor: Die Function q)(tf2n) ist eine gerade 
Function, die zwischen und 1 nicht ihr Zeichen ändert, und deren 
Differentialquotient zwischen und ^ ebenfalls dasselbe Zeichen beibehält. 
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Wir können nunmehr dem Bestgliede mehrere vom Integralzeichen 
freie Formen geben. 

1. Bedeutet '9 einen positiven echten Brach, so ist: 

f (p(t,2n)Uin{t)dt~Ü2„{9) f q>{t,2n)dt. 
Ans den Gleichungen (16) folgt aber: 

[fl? {t, 2n+l)] = (2n+l) If q> {t, 2n) dt + (- 1)'«+^ 5„ t\ 



also insbesondere: 



(21) 



(-1)" ^ 



f 

(p{t,2n)dt = 
Jo 

1 

f <p (t, 2n) dt ^ {—l)n Bn; 
[Jo 



daher wird obiger Ausdruck: 

= (—1)» Bn U,n (9) 

und folglich (siehe Gleichungen (10) und (12)): 

cm P,„ = (-1)"+* '^B„'^r"Ha+J^h+hd) < d < 1. 
2. Wenn die Bedingung erfällt wird, dass die Summe 

S /(»») (a + kh + hf) = Uin({) 


zwischen ^==0 und t=l nicht ihr Zeichen ändert, so ist: 



(22) 



1 1 

f (p{t, 2n) Ü2n (0 dt =(p i'», 2n) f U^ (Q dt 
Jo Jo 

= <p{d, 2«)i ['s f(«"-^>(a+M+Ä«)| 

— £i^ ^ /t»»-i) ia + Wi) - S /(«"-!) (a+*Ä)) 

= ^-^^^ [/'(»'-») (a + 2Ä) — Z'^*"-^) (a)) , 



§ 21. Das Restglied der Mac-Laannsclien Summenformel. 175 

folglich wird P»» (s. Gleichung (12)) mit Bücksicht auf (20): 

(23) P,„ = (-1)«+! -^ Ö^ Bn (Z^^««-^) {b) - fi^n-r) (^)) 

< © < 1. 
Demnach ist auch nach Gleichung CII: 

b 

(24) Ä ^{a) + f(a 4- Ä) + . . . + /•(*)} = ^J(x) dx + ^ {f(b) + f(a)) + V 
+ (_l)«+i B, -^ (/(»«-») (&)_/'(»«-») (a)) 
+ (- !)«+> ( Ö ^ _ 1 j £„ ^ (/^»-D (ft) _ ^(«-1) (a)). 

Grehen wir andererseits in CII um ein Glied weiter und setzen demgemäss 
in (23) n -f- 1 an Stelle von n, wozu die Voraussetzung erfallt sein muss, 
dass auch U2n+2 (0 ^^^^^ sein Zeichen ändert, wenn t von bis 1 wächst, 
so ist nach (23) statt der letzten Zeile in (24) nur zu schreiben nöthig: 

(-l)"""' (2^ ^1 -^^ ^H-i {f'*'^'' (&) -/^»"+^) (a)); < ©^ < 1. 

Die beiden in der Form verschiedenen Bestglieder müssen dem Werthe, 
also auch dem Zeichen nach übereinstimmen; haben also 

/•(a«-i) (h) — /•(«"-D (a) und /•(»»+^> (h) — /^»»+i) (a) 

(2»» 1 \ 

ß -ös=ii 1 1 negativ, kann also nur ein nega- 
tiver echter Bruch, etwa s= — ß^ ^^^i haben aber die genannten Differenzen 

(2**— 1 \ 

ß oanr-i ^ ) positiv sein und ist daher, 

2*»—! 1 2*»~^ 1 

da es höchstens — ^211^1 — werden kann, als ög . — ö»r=i — darzustellen. 

1 
Nun ist /ta«-i) (6) — fi^n-i) ^^i) aus der Integration [ Oi„ (t) dt hervor- 

gegangen, hat also mit TJ^nif) dasselbe Vorzeichen, und ebenso die andere 
Differenz mit Z72n+2 (0* 

Ist also die Bedingung erfüllt, dass die Summe TJ%n(f) 

== 2/ta«)(a + Ä;Ä + Ä^), während t von bis 1 geht, nicht ihr 


Zeichen ändert, so ist die Gleichung CII mit dem Bestgliede 
Pin iu (23) anzuwenden. 
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Ist ausserdem noch die Bedingung erfüllt, dass auch 
^2n+2(0= 2k/^*""*'*>(a + tÄ + Ä0 das Zeichen beibehält, während 



t von bis 1 geht, so gelten folgende Formeln: 

b 

CIV h {f(a) + f(a+h) + ... + f(b)^ = £ fix) dx + ^ {m + fiaj) 

-{- F + (- 1)"+^ B„ ^ (p»-0 (b) - /t»«-x) («)) 

( (—1)" SBn (^j (f «-») (6) - P'-') (fl)) ... wenn Z72„(0 Din.a (0>0 
I (-1)»+! e-B» ^j {p"-» (b) - f(»»-« («)) ... wenn Ui„(f) CTj,« (0<0 

«<{e'}<i 

wobei & noch genauer durch 

(25) ö' = 6" 2«-^;-i_ 0<Ö"<1 



21«- 

dargestellt werden kann. 

In beiden Fällen ist aber das Bestglied ein positiver oder negativer 
Bmchtheil desjenigen Gliedes, mit dem die Rechnung schliesst.^) 

Wenn f^^\x) nicht sein Zeichen ändert, während x von a bis & geht, 
so behält auch Uin(t) sein Zeichen, und zwar dasselbe, welches f^^^(x) 
besitzt, bei, während t von bis 1 geht, denn in den G-liedem der durch 

Z7an (0 bezeichneten Summe 2 f^^^^ (a + ää + ht) ist das kleinste Argument, 



für A; =3 und ^ s» 0, a; und das grösste, für ks=q — 1 und ^ = 1, 6. 
Aendert nun /*(*"+*) (a?) auch nicht sein Zeichen, während x von a bis h 



^) Dis Formeln GUI bis (25) sind von Malmstön in der Abhandig. Sur la 
f ormnle hu'x ==' ^Ux u, a, w, J. fär Math. Bd. 35, S. 55 entwickelt. Er weist darin 
auf die früheren Arbeiten von Liouville und Ganchj auf diesem Gebiete 
(Stirlingsche Reihe) nnd besonders auf Foisson in dessen Memoire Sur le 
calcnl numerique des integrales d^finie? und Jacobi De usn legitime fonuulae 
summatoriae Maclaurinianae (J. f. Math. Bd. 12, S. 268) hin. — Auch hebt er 
hervor, dass die Bedingong, U^n solle nicht sein Zeichen wechseln, weniger be- 
schränkend ist als die vor ihm aufgestellte, dass /'(s») (x) nicht das Zeichen weclmele, 
während x von a bis b geht. In der That zieht die zweite die erstere nach sich, 
jedoch nicht umgekehrt. (Siehe im Text!) 
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geht, so schreibt man die Gleichung CIV mit ihren Bedingungen zweck- 
mässig folgendermaassen: 

b 

+ F + (-1)"+» B„ A_ (^««-i)(6) _ /<»»-i) («)) (1 - c ö) , 
wenn: e (/<«»-^ (6) — /<»"-») (a)) (/<»»+i) (6) — /<»»+»> (a)) > 

e = ±l, o<e<i. 



3. Wir theilen das Integral [ q> (t, 2») Utn (0 dt in (12) 

Jo 

im 2**" setzen wir: t^l — e, dadurch wird: 

Uinit) = Ui„ (l—e) 
und q)(t,2n)sssq)(l—e,2n)^Bq)(e,2n), also das 2** Integral 



"1+L 



Jo 



2«) Thn(i—e) de 



und daher das ganze Integral: 



(26) J <p(t, 2n) Ua„ (f) dt=\ q){t, 2n) |üi, (<) + Z7,„ (1— o| <« 

= (-1)« X (^«» (*■) + ^«" <^-'')) < r < ^ 

nach (21), somit: 

CVI Pa„ = (—1)-+» ^ Ä„ (Utn (r) + üi„ (1-T)) 

0<T<i. 

4. Durch partielle Integration erhalt man: 

j q)(t, 2«) l^j„ (0 <« = J [P»»-i (0 9'(<. 2»)J 

Saalschfitz. 12 
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Der erste Ausdmck yeischwindet nach (18), mid das Integral theilen wir 
wieder; jetzt ist: 

dtp (1— g, 2n) dtp (1— g, 2n) dtp {e, 2n) 

d(l— g) "* dz "^ de ' 

also das ganze Integral 

J q>{t,2n)U^{t)dt ij (^Utn-^i{ß)-U^^r{l—z))^^^^de 

d. i. da ^V zwischen und 4- nicht sein Zeichen ftndert: 

dg ^ 

= (-1)"+* ^^ ßn [U,n-i(r) - ü^r (1-T)}. 
Daher ist: 

CVn P.« = (- 1)"+^ ^ ^=^ £, (Z7„_x (1 - T) - U,n-l (t))') 

0<r<i. 
5. Unter der Voraussetzaiig, dass die Samme: 

2{/<»»>(a+*Ä+»T)+/^>(«+(* + l)Ä— *T)|-=I7ta(T)+Z7a,(l-t) 

nicht ihr Zeichen ftndert, wenn r von bis \ geht, kann das Integral 
in (26) anch aof die Form gebracht werden: 

(27) \ <p (t, 2«) ü-ta (0 dt = (p (d, 2n). 1 [ U^n-i (r) — U,„.i (1 — t)] 

= ip (d, 2«) 1 ( Di,_» (1) — Utn-l (0)) 

== 9)(^, 2«) -J- [sV*"-*H«+**+**)]' 

= ^ ({>, 2«) i- (r«"-»>(6) - /t»-i) (a)) 

wobei ^ zwischen und ^ liegt Dieser Ausdruck stimmt mit der rechten 
Seite in (22) überein (dass dort ^ zwischen und 1 liegen durfte, ist 
dabei gleichgültig), wir konunen also zu denselben Formeln wie dort, und 



^) Der Gedanke von Nr. 8. und 4. und insbesondere die Gleichung CVn 
rührt von Herrn Schlömilch her (s. a. a. 0.). Die Einschränkung des Argoments t 
auf die Grenzen bis \ kann unter Umständen von Wichtigkeit werden. 
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erkennen, dass jene Formeln anch gelten, wenn die dort der Summe U%n (0 
(bez. dieser imd Ü211+2 (^)) ^ ^ zwischen und 1 auferlegten Bedingungen 
von der Sunune U^ (f) Hh ^211 0- — '^) ^^^' '^^^ dieser und von U2H+2 (t) 
+ ^2n+2(l — '^) ^ ^ zwischen und ^ erfüllt werden. 

Bemerkung. Alle diese Formen des Bestgliedes kommen bei be- 
treffenden Problemen zur Anwendung, doch würde es hier zu weit fuhren, 
wollten wir zu allen diesen Beispiele geben. — Treffen die Bedingungen 
von Nr. 2. und die daran anknüpfenden nicht zu, so muss man 
suchen, das Bestglied in Grenzen einzuschliessen, um so eine Schätzung 
seines Werthes zu gewinnen. Die von Herrn Schlömilch ausgeführte 
Umformung der Lambertschen Beihe (für x nahe an 1) liefert ein gutes 
Beispiel zu diesem Verfahren.^) 

6. Wir können noch folgenden Satz hinzufugen. Wenn die Beihe V: 

F -= £i -g- {f'(p) - r(a)) -B,^ {f"\h) - rifx)) 
+B, *!(/^5)(j)_y^.)(«)):p„. + (_l)»5^^^L (/x»»-.)(ft)_p»^)(a)) 

für jeden Werth von n bis einschliesslich n =» oq und für beliebige inner- 
halb gewisser Grenzen gelegene Werthe von a und h conyergirt, d. h. einen 
endlichen bestimmten Werth besitzt, so nähert sich das Bestglied in der 
Mac-Laur in sehen Summenformel der Null, kann also fortgelassen werden. 

Beweis. Da wir in der Beihe beliebig weit gehen können, muss, wenn 
die einfachste Form des Bestes GUI zu Grunde gelegt wird, die Gleichung 
gelten: 

V^* 

3i2 B f^*n+2p—2 

==Ajj(/»(6)-/'(«))T...+(-l)-*''-^^ji-(/^«»+^-»>(ft)-f»'-^*>^>(a)) 







{: j < '• 



^) Sitzungsberichte der Egl. Sächsischen Gresellsch. derWissensch. Bd. 13(1861), 
S. 120 oder Comp. d. höh. Anal. II an betreffender Stelle. 

12» 
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also mnss sein: 

Da nun die Reihe V der Voraussetzung nach convergirt, lässt sich n so 
gross wählen, dass der Absolutwerth der Summe: 

ß ^2ii+«p— 2 

für jeden Werth von p unterhalb einer beliebig klein anzunehmenden Zahl 
€ bleibt. Halten wir nun ein so bestunmtes n in Gleichung (28) fest, 
ändern aber p, so wird im Allgemeinen eine Gruppe der Bestglieder: 

■ß ^2n+2p+l 9—1 

(worin dp ein von p abhängiger positiver echter Bruch ist) mit dem links 
stehenden " v, 2 /^^"H^"!"*^"!"*^) gleiche Vorzeichen haben, und die 

andere Gruppe entgegengesetzte. Bezeichnen wir ein Bestglied aus der 
letzteren Gruppe mit — Qn-^p luid das in (28) auf der linken Seite stehende 
mit Q„, so dass q„ und qU^ gleiche Zeichen haben, so gilt nach (28) die 
Gleichung : 

e« = ± « «) — ßn-^-p 

oder: 

also müssen sich q„ und Qn+p der Null nähern, wenn n genügend gross 
angenommen war. 

. Ist aber femer ^„4^ ein Glied der Gruppe, die mit q„ gleiche Zeichen 
hat, so folgt aus (28): 



\Qn ßn+p 



e, 



d. h. Qni-p unterscheidet sich äusserst wenig von ^„, oder mit anderen 
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Worten: q„ nfthert sich mit wachsendem Index einem bestimmten Grenz- 
werth. Derselbe kann nur Null sein.^) 

Um dies zu zeigen, schreiben wir mit Rücksicht auf Gleichung (12) 



des 



2Ä ^"' 



und es sei nun /^*'»>(a + ÄÄH-Äi?) in der Form dargestellt: 

so dass der Zähler für a + (k + d)h = nicht oo wird, der Nenner aber 
für diesen Werth verschwindet oder endlich bleibt, in welch' letzterem Falle 
die Einführung der Function y) unnütz ist, d. h. y} (a -{- (k -{^ d)h) = 1 ge- 
setzt werden kann. Da nun nach Voraussetzung a und h (innerhalb ge- 
wisser Grenzen) beliebige Werthe annehmen können, so setzen wir a als 
von verschieden und h als von 1 verschieden voraus. Dann hat in der 
Summe 

^ -' y(a+(fc+>»)fe) 
T Ha+(k+&)h) 

keiner der Nenner einen Factor mit ä*"+^ gemeinsam, es bleibt also die 
von n abhängige Grösse ä2»+i sicher in q„ als Factor bestehen. Soll also 
der Ausdruck q^ dennoch mit wachsendem n von n unabhängig werden 
so kann er nur dem Werthe Null zustreben.^) Würde etwa . ß„ unendlich 
werden, so würde, da die Reihe V nach Voraussetzung convergirt, die zu 
summirende Reihe auf der linken Seite der Summenformel oder das Integral 
auf der rechten Seite oder Beides ± oo werden, — Fälle, welche natürlich 
die Anwendung der Formel eo ipso verbieten. 

Soll a = oder ä = 1 gesetzt werden, so ist erst nach Durchführung 
der allgemeineren Rechnung zu untersuchen, ob beide Seiten der resul- 
tirenden Gleichung sich mit verändertem a (oder h) in der Nähe dieses 
Werthes und bis zu ihm heran stetig ändern. In diesem Falle ist die 
Vollziehung des Grenzüberganges gestattet. 

^) Dies darf noch nicht als durch das Vorhergehende bewiesen angenommen 
werden, da möglicher Weise eine Gruppe der (— ^i+,) gar nicht existirt, wie 
auch andererseits die Gruppe der ^„_j_^ nicht immer vorhanden zu sein braucht. 

*) Aus Beispielen ergiebt sich, dass dies in der Art geschehen kann, dass 

2 /•(«») (a+fcÄ+Ä^) einen endlichen Werth besitzt, während — ein echter 
Bruch ist, und daher [-^] " sich der Null nähert, indessen lim. iS2n= 1 ist. 
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7. Summation Ton Beihen mit abwechselnd positiven and 

negativen Gliedern« 

Setasen wir in Oleichnng CII ^ bb 2r und behalten h in der Bedeainng 
a -f- 2rA bei, so entsteht: 

b 

(29) h^f(a)+f{a + h) + ... + f{a + 2rh)^ — ^J(x)dx 

setzen wir femer in CII 2h statt h und gB=r, wodurch F in F und 
Pte in Firn übergehen möge, so erhalten wir: 

b 

(80) 2* {/-(a) + f(a + 2h) + ...+ f(a + 2rÄ)} — £ f(x) dx 

Wir ziehen nun (29) von (30) ab und gebrauchen die Abkürzungen: 
(31) F-F= TT-Bi (2«- 1) -^ (^(6) - f (a)) 

- 2J, (2*- 1) ^ (r (ft) - r («)) ± . . . 



+ (-1)- Ä,_x (2«-«-i) -j^-^ (r-'^c») - ^-«(^ 

(82) 11t. — P^ = P, 

dann erbalten wir: 

CVm h ^(a) — /-(a + ») + f(a + 2h) -f(a + Sh)±... 

— /-(a 4- 27^riÄ) + /^(o + 2rA)} — » ^^^±^ + TT + P. 

In dieser Oleichnng kann P forl^lassen nnd W bis ins ünendlidie ,fort« 
gesetzt werden, wenn W für » ssa oo convergirt 

Wir setMn jetit in UViU a >« 1, A =« 2 ; so wird mit Benatzni^ des 
Wertbes (§ 4, (3)) : 

g 2*-(2«--l) 
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der Ausdruck för W folgender: 

i 

(33) Tr== Ä- (f'ib) - ni)) - A (f'"(p) -r (1)) 

und wenn wir das von b Abhängige und das von h Unabhängige in Cvui 
(abgesehen von F) von einander trennen, zu welchem Zweck: 

(34) { 

gesetzt werden möge: 

im - m) +mT..- + n^r + 1) - i {w^,+ wg,,^-, + p) 

CrS {/•(l)_/-(8)+^(5)T...-A4r-l)-^(Tr(.,+ Tr(»._) + P) 

6 — . 4r + 1. 



\ 



In dem Falle, dass die Function f{x) sich nach Potenzen von x ent- 
wickeln Iftsst, kann der von h unabhängige Theil der Gleichungen CIX in 
eine andere Form gebracht werden, in welcher die Secantencoeffi- 
cienten zur Anwendung kommen. Sei nämlich: 

(35) f{x) = ao + öi« + .-. + »iia?^ + ..M 
so ist der Coeffident von ai in TF(i): 

j( — 1) ^ {X)i ßi^i . . . >l ungerade 

•l-(>l)iÄ + (>i)8Ä-(^)5Ä±...+ { x_ * 

((_!)« (>l)i.i/?i . . . A gerade; 

2 
X 

die erste Zeile ist aber nach Gleichung JU.V Null, die zweite Zeile ( — 1)^ ql^ 
nach Gleichung XV. Daher ist: ^ 

(36) W(i) = «0 — «2 «1 + »4 «2 — «6 «8 ± •.. 

Dieser Ausdruck lässt sich sehr kurz in einer symbolischen Form dar- 
stellen. Führen wir nämlich die Bezeichnungen: 

(37) JSo^l, ^2Ä = (— 1)*«*, E^ = E^ = E^ = ...^0 
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ein, so ist 
(38) 



W^i) = fiE), 



wofern nach der Entwickelang von f(E) mittels (35) die Exponenten von 
JS in Indices umgewandelt werden. Ebenso l&sst sich der von h abhiiiigige 
Theü in CIX symbolisch darstellen, wobei die Oleidmng XVII benutzt 
werden mnss; derselbe ist in der ersten dieser Gleiohnngen: ^ f (E-\-b-^-l), 
in der zweiten: — ^f(E-\-b — 1) und daher zusammengezogen: 



CX 



f(l)-fiS) + m T... + (-1)"+^ f{2n-l) 

= i {fi^ + (- 1)»+' nE+ 2«) + p\ 

In dieser Form, aber unter Fortlassnng des Bestgliedes P ist die Gleichung 
von O^saro^) angegeben worden, der sie aber auch nach symbolischen 
Principien entwickelt hat. Nur ungeme verzichten wir darauf, diese ele- 
gante Methode^, welche jedoch nicht im Stande ist, das Bestglied zu 



^) Sur les nombres de Bemoulli et d'Euler. Nouv. Annales de Math^matiqnes, 
8^. m, t. V (1886), p. 305. 

^ Setzen wir ausser den Bezeichnungen von (37) noch: 



Bo = 1, Bi = i, Bu =- (—1)*+' Bk, Bw+i = 
e; = 1, Eik-i = (—1)*-* ßk, E^ = 



»>0, 
*>0, 



80 heissen die Gleichungen I, XUI, XIV in symbolischer Form: 

(B+l)"— 8" = ^, {E+iy-^^ + {E—lY+^ = 0, (^+1)«+(JS^— 1)« = 2, 

« = 0, 1, 

C^saro führt noch ultra-bernoullische Zahlen 9« nach dem Vorgang von 
Trudi (Atti delAccad. di Napoli, 1865) und ultra-eulersche Zahlen (2^ ein, 
die ersteren genügen der symbolischen Gleichung: 



(SB + 1)" — jpS" = « 



n = l,2, 



mit der Bedpogu^ig S3^ » Sq "^ ^ > ^^^ hfingen nahe mit der Entwickelung von 

p 1 ^- n 

— -, also mit den Zahlen Af^ zusammen (siehe § 10, Gleichungen (14) und (15)), 

P ß 

indem n&mlich : ; 

P 



95„ = — n\ 



i>-l 



-4n— 1 



ist; die letzteren befriedigen die symbolische Gleichung: 

(@+l)'' + i)(@ — 1)'» = 0; 



w=l,2,3,... 



und beide Sorten von Zahlen werden von G^saro zur Umformung von Beihen 
benutzt und mit Aufgaben der Astronomie und bestimmten Integralen in Ver- 
bindung gebracht. 
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liefern, hier darzulegen, bemerken aber zugleich, dass die von Cesaro ge- 
wählten Beispiele auf halbconvergente Reihen fahren, so dass keine Be- 
rechtigung vorlag, die Untersuchung des Eestgliedes fortzulassen. 



§ 22. 
Erstes Beispiel. 

Als erstes Beispiel wählen wir ein solches, bei welchem f{x) eine 
ganze rationale Function von x ist, wobei also die Beihe auf der rechten 
Seite der Mac-Laurinschen Summenformel von selbst abbricht und somit 
die Hinzufügung des Eestgliedes unnöthig wird. Dies Beispiel liefert den 
Beweis für die in § 5 (am Ende) angeführten Becursionsformeln. 

Wir nehmen in der Summenformel: 

b 

(1) Ä {/-(a) +/■(«+ Ä) + ... + /•(&)} = £ fix) ete + 1 {m + m) 

+A 15 (m-na))-B, ^ {f"{V)-na)) + ^3 |!(/t6)(ft)_/t5)(a))±... 

für f{x) die Function: 

(2) f{x) =. ^ 0.-x)\ 

worin ^ und g positive ganze Zahlen sein sollen, und ausserdem: 

(3) a=0, & = 1, Ä=l 

an. Dann ist /^")(a?) für mindestens einen der beiden Werthe a? = Ö 
und X =1 nur in den Fällen von Null verschieden, wenn n zwischen p 
und jP + 3' einschliesslich der Grenzen liegt. Und zwar ist, mit Fortlassung 
der sowohl für a? = 0, wie für x=l verschwindenden Glieder: 

f{n) ^x) = {n)n-.pp\ q (q—l) . . . (q — n+p+l) (— 1)«-p (l_a?)9-«+P + ... 

+ {^)q P (i>— 1) '"(p—n + q + l){—l)9ql icP-"+« 
und daher nach leichter Umformung: 

* • 

Mn)(i) = (_!)» „! (^)„_, = (-1)7 nl(j>)j,+,_„, 
^ \mO) = (- 1)»-P «! {q)„-p = (-1)«-P «I (q)p+g-n, 

und folglich, wenn n eine ungerade Zahl ist: 
(5) /•(»)(!) - fiO) = n\ ((-ly (2)p+,_„ + (-1)« (i>)p+,_ „). 
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Die linke Seite der Gleichung (1), sowie das dem Integral folgende Glied 
auf der rechten Seite yerschwinden, und das Integral hat den Werth: 

(6, |^(._.)..._Jaja3+l._ 



Nunmehr müssen wir die vier F&lle unterscheiden: 

1) p ungerade, q gerade; 2) p ungerade, q ungerade; 

3) p gerade, q ungerade; 4) p gerade, q gerade. 

Ad 1) n erhftlt dieWerthe: 

n^PjP + 2, p+i, ... P + q — 2, 

dann ist, wenn wir es mit dem Zeichen so einrichten, dass die BemonlliBche 
Zahl mit dem kleinsten Index positiT erscheint: 

worin ^^^ statt ^^^^]^_ * geschrieben ist 

Ad 2) n erhiüt die Werthe: 

«==i>, l> + 2, p + 4, ... i) + 2— 1, 
und es entsteht die Gleichung: 

+ 7^!^ ((«)«-* + (^>«-*) T . . . + (— 1) * J5p+2 



a 



ff^l'* 



Ad 3) n erhält die Werthe: 

w=i) + l, P + S, ... p + q — 2, 

xmd es ist: 
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^P-H g-i _ 

+^ ((2)^5 -(!>),-•) T... + (-1)"^ V Wi 

Ad 4) n erhält die Werthe: 

n— p + 1, p + 8, p + 5, ...p + ä' — 1, 

und die Gleichmig wird: 

(10) 0^ (^^""JVg+D + ^ ((g)^x+(pM - ^ ((g).-»+(p)^) 



um nun eine Qleicliiuig zu erhalten, welche möglichst wenige Bemonllische 
Stahlen enthält, ist in (8) nnd (10) qcsap oder, was bis auf den Factor ^ 
zu demselben Resultate führt, in (7) und (9) g = j> -f- 1 zu setzen. Das giebt : 

(11) Bp — 2^_2 ^P-^ + 2jp-4 ^''-* ^ • • • 



+ < 



(— 1) * ^q:^ ^p+i i> ungerade 

(-1)^*^^^£±? ... .^gerade 



Wir machen nun noch eine zweite Annahme: 
(12) f(x)^(xi^ {2—xf, a = 0, & — 2, Ä— 1, 

dann ist die linke Seite von (1): 

w) + fo) + m = 1, 

das Litegral: 



( ^(2-.)«.,-^*- f fi.^-S)'H- ^ 



(P+4+1) ' 
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femer ist, mit Benutzung der Ausdrücke (4): 

/^-)(,) = (_l)-''n!(»)p+^,(2-rr/+'-" + ... + (_lfn!(p)^_„^*-» 
und daher: 

/<»)(6)=(_i)4 «1 (|,),^^„ 2^»-» : 

^») (a) = (-1)"-' n\ {qU^„ 2"+^" 
und für ungerades n: 

/^-)(6)_/^»)(a) = „! ((-l)''(?)p+^„+ (-1)«(pU^,).2p+«-», 

80 dass sich diese Differenz von (5) nur durch den Factor 2''"^^"" unter- 
scheidet. 

Daher nimmt in dem ersten der obigen vier Fälle (^ungerade, q gerade 
und n sucoessive gleich Py p + 2, . ..p-\-q — 2) die der (7) entsprechende 
Gleichung folgende Form an: 

«■4-1 7} 71 

±... + (_l)2i-'2,9=*p ^^y 

2 

iLhnliohe Formen erhalten die Gleichungen in den anderen drei Fälleit 
Multipliciren wir nun (7) mit 2p+H-i imd ziehen (13) davon ab, so er- 
halten wir: 

(14) (-1) « -2^(2H-^-l)^-2^^2P+3-l)^((ff),,,--(p),.,) 

± . . . + {-ly^ 2« (2P+^-i_l) «^ ^^^^^. ^ >^ 

9 

ebenso in den anderen Fällen: 

(15) (-1)« =2'(2H-'_l)_l^(l+(p),) 

- 2»-«(2H-«_i) _Jj ((g)^,-(p)^)±... 
+ (— l)'r^2(2''+» — 1) £^; i?^i> 

9 
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■ßp+a 



(16) (-1)'^' = 2"-' (2^+»-l) j^ ((2),_x-(i>),_x) 

- 2«-» (2'-+*- 1) j^ ((2),_,-(D)^,) ± . . . 
+ (-1)^ 2»(2P+«-^— 1) ^^p+,-,; 3>i> 



p-i 



>p+« 



(17) (-1) « = 2«-»(2P+»-l) ^ ((2),_x + (p),_i) 

- 2»-» (2^+* - 1) ^ ((2)'/-s + (P)»-») ± • • • 
+ (- 1)^ 2 (2P+« _ 1) iBp+, . q ^p. 

Setzen wir nun wiederum in (15) und (17) p^^q, oder in (14) und (16) 
g==jp + 1> so erhalten wir: 



2 (2«P— 1) ^p — 1^ 23 (2^P-«-l)5p.i + ^ 25(2'^— l)^p.2T 



+ < 



(-1)» ^2^(2^+»— l)f(g+j .... 1) ungerade 

= 1. 
(-1)' ^2P-i(2'^*-l)^p+. • • 1> gerade 

Y + 1 -y- 



Es möge noch bemerkt werden, dass in dieser Gleichung sämmtliche Glieder 
auf der linken Seite ausser dem ersten, welches eine ungerade ganze Zahl 
ist, ganze gerade Zahlen sind.^) 

§ 23. 
Zweites Beispiel. 

Es soll ein Stück der harmonischen Reihe, nämlich 

summirt werden. 
Setzen wir: 

(2) m = i 



X 



*) Siehe Zeitschr. f. Math. u. Physik, 37ter Jahrg. (1892), S. 378. 
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und verstehen unter a und & (^ a) positive ganze Zahlen, so ist zunächst 
nach Cn mit ft bb 1 : 



y^) 


■" — ä- 


' H-1 


' «4-2 ' - ' 6 


Ja« 


worin 


7 durch 


§21. 


(11) gegeben ist 


Nun ist: 


(4) 








(2n)! 
(2»H-2)! 



^ 



Beide Differentialquotienten behalten also ihr Vorzeichen, während x von 
a bis d zunimmt, es ist somit CV zur Anwendung zu bringen und da 
sowohl /tt»-i)(&)_/X«i-i)(o) als auch /•»«+»)(6) - /^*«+i)(a) positiv, also 
ihr Product positiv und demnach € b=s -f- 1 ist, so haben wir, wenn im 
Bestglied 1 — 6=d gesetzt wird: 

w *-w»-w.+i(j+i)-f(^.-i.)+f(^-i)^- 

Würden wir hierin a &» 1, & «=jp setzen, so wären wir nicht im Stande, 
den Werth der von a abh&ngigen Summe, die jetzt die Form: 

•^1 ^« _i_ I / 1 Ml ^n— 1 I / 1 \ii+l ^^n 



annähme, zu beurtheilen, da ihre Summanden von -^ an wachsen. Würden 
wir mit einem (unbekannten) Bruchtheil des kleinsten Gliedes -^.schliessen, 

so würde die Unsicherheit bis hfä reichen, das Resultat also nur auf zwei 

DecimaLstellen sicher sein. Man darf aber auch nicht die Reihe (6) als 
von h unabhängig, sie also nicht als constant betrachten, wie es geschehen 
ist, denn der echte Bruch d wird im Allgemeinen sich mit h ändern. 

Wir verfahren also in folgender Art. Wir bezeichnen den Werth der 
Reihe (6) mit Et, und setzen dies in (5) ein, dann erhalten wir (für a »^ 1): 

(7) l+i + I + - + y-l«6 = ^* + i-§.±.-. 

Aus (6) folgt, dass 

(K\ V _l-ul_ J_-L JL/>^'5^^ 



2 ' 12 120 ^ 252 l< 0,579 
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also für jeden Werth von b eine endliche zwischen 0,575 und 0,579 ge- 
legene Zahl ist. Lassen wir daher in (7) b üher alle (Frenzen wachsen 
nnd bezeichnen den Werth, den Ei, für be=oo annimmt, unter der Yoraus- 
setznng, dass dies nicht nur ein endlicher, sondern ein bestimmter Werth 
ist, mit E^ so ist: 

('^ ,^(i + l + i + -- + |-H = ^- 

Setzen wir nnn in (5) a=j>-f- 1, ziehen dan^ (5) von (7) ab nnd lassen 
h= 00 werden, so erhalten wir : 

(10) l+| + | + ...+ l = ^+lg(p+l)_^_^^ 

^ 4(^+1)4 "t-...-ri, a; (2n— 2)(p+1)«-»^^ ^2n(p+l)^ 

Die grösste Genauigkeit wird erreicht, wenn wir mit einem Bruchtheil des 
kleinsten Gliedes aufhören; ist B^:(2k{p'\'l) j dies Glied, so muss der 
Quotient : 

(11) **+^ - ^* 



(2*;+2)(i>+l)**+* ' 2k{p+lf 

sich, nach der grösseren Seite hin, so wenig wie möglich von 1 imter- 
scheiden. Wir benutzen nun zuerst für das Verhältniss JSje^i : Bk die an- 
genähert richtige Gleichung § 2, (16) und erhalten also, wenn bei gleicher 

2fe 
Annäherung der Quotient ökZö ^^^ ^ gesetzt wird: 

(12) Ä+l = :r(p+l). 

Eundet man nun ^(p 4~ 1) — ^ riaxh oben hin zur ganzen Zahl ab, so 
wird dies in der Begel, d. h. schon für massig grosse Werthe von p^ der 
richtige Werth von h sein, und um dies zu prüfen, kann man die strenge 
Gleichung § 2, (13) (oder die bekannten genauen Werthe der B. Z.) be- 
nutzen und, falls es nöthig ist, h so lange varüren, bis der Quotient (11) 
gleich 1 oder wenig grösser als 1 ist. 

Für i? = 4 folgt z. B. aus (12) ä ^ 15 und setzen wir in (10) w= 15, 
so ist die Unsicherheit kleiner als 

^« =0,00000000000000215329. 



80.5 



30 



Setzen wir aber, um die Rechnung abzukürzen, in (10) n=: 3, so er- 
halten wir: 
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as) i + 4- + 4- + ... + i=i;+ig(p+i)_ 1 1 



V -^ • *«^ ■ -/ 2(jp+i) i2(i>+ir 



+ 



120 (p+l)* 252(i)+l) 



6 ) 



und hierbei ist, wenn wir das B-estglied fortlassen, das Resultat schon für 
^=Bss9 um weniger als 0,0000000040 zu gross. 

Was nun die Zahl E betrifPb, so kann der Beweis fiir ihre Bestimmt- 
heit in folgender Art, die zugleich zu ihrer Berechnung dient, geführt 
werden. In der bekannten Gleichung: 

(14) igg = 2{.+ |' + ... + ,^+..] 

ist der Best innerhalb der Klammer kleiner als 



fl 4.a?2 + a.4 + ...j = 



2n+3 \ • ' ' 'V 2n+3 * 1— a:*' 

setzen wir nun ^ ^=^y so entsteht aus (14), wenn d ein positiver echter 
Bruch ist: 



2*— 1 Jb ' 8.2«*« ' h.2^k^^"'^ (2«+l)2*»Ä;««+^ 



+ 



(2n+3) 2»« fc»»+^ (2fc— 1) (2Jb+l)* 



Wird nun nach einander A; = 1, 2, 8, . . . jer angenommen, so giebt die Ad- 
dition aller Gleichungen auf der linken Seite lg(2ier-|-l) und dies ist soviel 

als lg 2 + lg jgr 4- ö- (0 < 1?' < 1); bringen wir nun lg z auf die rechte 

Seite und lassen z unendlich werden, wobei das Glied ö- fortgeht, so er- 
halten wir: 

(15) lg2=^lim(l+i + ^ + ... + i-lg*)+3|. + 54i + ... 

■•" (2n+l)2«" "^ (2n+3)2«'» \1.1.8 "^ 2««+». 8. 5 "^ 8*«+^5.7 "^ * "j 
worin nach (9) die erste Klammer auf der rechten Seite = Ey und : 

^h = ''■"T"2ft'SÄ'4Ä''*** 

ist. Die letzte Klammer in (15) ist > -^ (wobei zu bemerken, dass die 
Brüche d^^d^ >- » uahe an 1 liegen) aber kleiner als: 



1.3 ' 8.5 ' 5.7 ' • 2 



J 



r 
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wir bringen sie mit -q {^ P^^* echter Brach) in Bechnnng und haben demnach : 

(16) ig; = ig2-A__A__..._ ^»-H ^ e 



3.2» 5.2* •" (2»+l)2«" (2n+3)2»»+»' 

woraus E beliebig genau berechnet werden kann^); för n s= 10 ist z. B. 
das Correctionsglied kleiner als 1 : 46000000. 

Diese Grösse E ist unter dem Namen der Euler sehen oder der 
Mascheronischen Constanten^ bekannt; Euler giebt dafür (a. a. 0.) den 
Werth an: 

E =o 0,57721 56649015325. 



§ 24. 

Drittes Beispiel. 

(Stirlingsche Reihe.) 

Sei die Reihe 

Ä = lgH-lg2 + lg3 + ... + lgi), 

zu Summiren, — eine Aufgabe, welche zuerst von Stirlihg und zwar 
zwölf Jahre vor Veröffentlichung der Mac-Laurinschen Summenformel ge- 
löst worden ist.') 

Es ist also f(x) = lgx zu setzen; würden wir nun in Gleichung CII 

0=1, h=p, htasal 

annehmen, und dann die Sunune 

^ /•'(!) - ^ r (1) ± ... + (- 1)- (^, /^«"-») (1) 

einer Constanten gleich setzen, so wäre dies von yomherein ebenso un- 



^) Man kommt etwas schneller zu einem Ausdrack fiir E, wenn man die 
Reihe für lg(l-^a;) benutzt mid darin x snccessiye =1, y, y^ • . • j* setzt, doch 

bietet der obige Ausdruck den fiir die Rechnung wesentlichen Vortheil der gleichen 
negativen Vorzeichen sämmtlicher zu lg 2 hinzuzufELgendiar Grössen, deren Smnme 

übrigens^ wie leicht zu übersehen, kleiner als -r- ist. 

*) Euler, Calc. diff. t. II cap. VI § 143; Mascheroni Adnotationes ad Calc. 
Int. EulerL Ticini, 1790 bis 92, woselbst die Constante auf 32 Stellen angegeben 
wird (I. Theil S. 11, S. 6(), und an anderen Stellen). 

') Methodns differentialis, London 1730, p. 135. 
Saalschutz. 13 
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statthaft wie im zweiten Beispiel, weil ^ wiederum von p abhängig ist Wir 
nehmen also: 

a = i} + l, 6 = ci>, Ä=l 

an, wobei (o sich der Unendlichkeit nähern soll. Dann ist: 

(1) /^i)(«)=(^^, f^)(z) <?^',/X»-«)(^)^ (^', 

folglich behalten Z^*") {x) und /^•"+*) {x) ihr Vorzeichen, wenn x von a bis 6 
geht und das Product 

(/'(a«-i)(6) — f(t'.-i)(a)) (/X«»+i)(&) — /•(a»+i)(a)) 

ist positiv, es ist also CV mit £ ==: 1 in Anwendung zu bringen. 
Das Integral ist: 



n» 



(2) f lg«d« = w(lgw— 1) — (p + l)(lg(|>+l)— 1), 
die Beihe V wird: 

(3) 7= j-^ (^ — ^^J — 37i (;;;8 — (^+if ) "^ ' " ' 

"1" ^""^^" (2n— 3)(2n-2) i a«— » ~ (^+1)*^») 
und, mit 1 — ö «s= t? : 

(4) Pan = (—1)"+' {2n-\)2^ (iS=r — (7+1)*^») ' 

Der positive echte Bruch ist dabei in folgender Art entstanden. Nacli 
§ 21, (22) ist, wenn /^ = 1 und h statt a-^-h gesetzt wird. 

Nehmen wir nun 2a> statt 6>, so ist: 

(5) [ q>{t, 2») S f(<^){h + t)dt^ip{x',2n) S P»)(jfc4.^) ,j< 
und andererseits: 

i /(!»— 1 2«— 1\ 

(6) = <p(^, 2n) ( S + S /•('"K* + 0^« 

i Ol— 1 /J aw— 1 



i 



§ 24. Drittes Bdspiel. (Stirlingsofa« Reihe.) 195 

Nnn ist nach § 21, (20): 

cp(T, 2n) = (-1)» e^^B,, 9)« 2«) = (-1)« &^^ B„, 

9j(t",2«) = (-1)«ö"5^5». 
WO S, S*, ß" positive echte Brüche sind. Bezeichnen wir noch: 

1 1 

/• »— 1 r aiD— 1 

— ^ f^^Hk + t) dt mit A,— \ ^ f^^'^^ik+t) dt jmt B, 

J p+l Jon 

so folgt durch Vergleichxing von (5) und (6) 

(7) &{A + B)^eÄ + &'B; 
es ist aber: 

A = (2«-2)! ((^^i^ - ;^.). .B = (2n-2)! [^, - ^^±^,). 

In dem Falle, dass Ct> sich der Unendlichkeit nähert, wird also ^ = 0, 
nnd wir erhalten dann aus (7): 

ö* = ö; 

daraus folgt, dass auch in (4) ^ unge9ndert bleibt, wenn 2(o statt (o ge- 
nommen und (o = CO gesetzt wird. 

Endlich ist: 

fjh) + ^(g) _ lga> + lg(P+l) 
2 ~ 2 ' 

Setzen wir nun z. A. 

(8) v(p) = (P+i)lg(i'+l)-(p+l) + n2OT)~3^i?±- 

^ ^ ^^ (2»— 3) (2n^2) (jH-I)*"-' 
und 

(9) ^K^) = A ^ ■>> + i-^y (2n-3)(S::^2).»n zr3 



(2«— l)2na>«»-^' 
SO giebt die Mac-Laurinsche Summenformel die Gleichung: 

(10) lg{{p + l){p + 2)...o))^(co + i)lg(o—(o+x{(o,d) 

- V(i>) + (—1)" (2w— l)2w(^+l)»«-*- 

13* 
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Ebenso ist: 

(11) lg((l>+l)(l>+2)...(2a>)) = (2a>+i) lg{2(ü) — 2€0+x(2a),^ 

— V (P) + (—1)" (2n— l)2n(H-l)*""'*' 

worin i& und 'd' positive echte (fiir ct> =» oo einander gleiche) Brache 
sind. Moltipliciren wir nun Gleichung (10) mit 2, addiren beiderseits 
2ec>lg2 — ^lg(2cü4-lX ziehen Oleichnng (11) ab und fiLgen links: 

hinzu, so erhalten wir: 

+ a;y(H^)-r(a»',»)-v(y)+(-i)" (^i)2f^i).^. (a''-n 

Der links unter dem Logarithmus stehende Bruch ist 



1 . 2 . 3 ... 2« V2cD+l 1 • 3 ... (2<D— 1) • V2i»+r 
Wir lassen nun o unendlich werden; dann wird der Ausdruck (13): yf, 

2 ^^2 «(2(0+1)"" ^' 

X (ci>, 'ff) und ;^ (2C(>, d*) verschwinden, und endlich wird nach den früheren 
Ausführungen ^ s= ^. Demgemäss ist, wenn für tp {p) der Werth zurück- 
gesetzt wird: 

(14) Ä — lg(1.2...i>) — ilg(2;r) + (p+i)lg(i>+l)-0 + l) 

I -^1 •^« _L J. ( 1 ^n -^x— 1 _- 

^1.2. (p+l) 3 . 4 {p+iy ^"'^^ ^>' (2n-3) (2n-2) dH-l)'"""' 

T^ V ^; (2»— l)2n(jH-l)"'-'* 

Die Reihe auf der rechten ^Seite ist wiederum halbconvergent, und die 
Bechnung daher mit oder vor dem kleinsten Gliede abzubrechen. 

Addirt man zu (14) beiderseits lg (p + l) ^u^^ schreibt dann p statt 
p + l, so erhftlt man für lg(1.2...i>) einen anderen Ausdruck, doch 

stimmt dieser, wenn man die rechten Seiten nach Potenzen von — entr 

P 

wickelt, bis zum Coefßcienten der 2n — 2**^ Potenz mit (14) überein. 
Gleichung (14) ist aber vorzuziehen, weil der Factor von ff im Bestglied 
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etwas kleiner und somit die üiudcherlieit geringer ist, als bei der in eben 
beschriebener Art entstehenden Gleichung. 

§ 25. 
Viertes Beispiel. 

Es soll die unendliche Reihe: 

sinÄ , 8in2^ , sinSft ^. 

~i ' 2 ' 3 ""••• 

für Werthe von A, bei denen sie convergirt, sommirt werden. 

Dies Beispiel ist gew&Ut, nm den ans der Anwendung des Satzes § 21, 
Nr. 6 fliessenden Vortheil vor Augen zu führen. Wir betrachten nämlich 
die allgememere Beihe R: 

/i\ p I. /!™« _i_ smia+h) , ■m(o+2Ä) , 8in(a+3Ä) , \ 
W ^ — '*\-5-+ a+h + a+2h + a+Sh~ +'") 

und beweisen, dass fiir sie die Beihe F(§ 21, (11)) convergirt, so dass das 
Bestglied, dessen Bestimmung und Beurtheilung recht unbequem (übrigens 
aber durchfahrbar) ist, fortgelassen werden kann. 

Es ist: 
(2) fix) = '^'^ 



X 



und wir bilden den 2m — l^'^ Differentialquotienten hiervon auf zwei Arten. 
Zuerst nach der bekannten Methode der Differentiation eines Productes: 

(3) I^"^(sin^.a;-i)=(-l)-+^5^{l-<?*?^^ 

. ^.^ sina? r 2m— 1 (2w— l)...(2w— 3) (2w— l)...(2m— 5) _ \ 

"^^ ^ X \ X «8 "*■ a?» +---|» 

wobei jede Klammer soweit fortzusetzen ist, bis sie von selbst abbricht. 
Zweitens ist: 



sina? - aj* . . / -mm x^ 



1 Q, ±... + ( 1) /o^iiM +••• 



und somit: 

(4) Dr"'(=^)-(-ir { ii(2m+l) - 8! (^+3) + 51 (^5) "^-^ ^"^j 

Diese letztere Gleichung formen wir unter der Voraussetzung, dass 

(5) a? ^ 2w 
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1 
ist, um. Ziehen wir tt— als Factor heraus, so erhalten wir: 

<.,zr-('=^)-<-^{{i-^).-(i-^)f;+(i-st.)i;^...) 

~ 2m 



worin: 



(7) Po = sina? - ^j^^ + 2i(2m+3) ~ 4! (2m+5) ^ * * ' 
Nun ist weiter: ^ 

(8) ==8in«-2jjj^P,; 

J5® J5^ «E^ 

(9) Pi =-cos»+ 1 (2m+3) ~ 81 (2iii+5) "•" 5! (2«+7) ^ * ' * 

(10) =co8ir+2j;^.P,; 

(11) Pj = sin« — (2,^^3j + 2! (2m+5) ~ 41 (2m+7) ^ * * ' ' 

= ^* - 2s5^ {^- (^-äsq:^) li + ( *-2i;iq:^) J] "F • • } 

(12) =8inx — 2^-^; 

(13) P3=coBX+2^-3j^:p^ + 



«• _ 



r • • •} 



51 (2m+9) 

(14) =C08«+2^.P4; 

(15) -Pi — ffl^« — ^qis +2^2Si+7)~4l(2Si+^^*'- 

* 

Wie man sieht, erhält man Pg , wenn man in P^ w + 1 statt m setzt und 
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in gleicher Art P4 aus Pj; so ist die weitere Fortsetzung klar, und all- 
gemein ergiebt sich, wenn in Pj ♦» + ** — 1 statt m gesetzt wird: 

(16) Pir = smx— 2m+2r+l + 3!(2m+2r+3) "" 5!(2w+2r+5) * ' * ' 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass dieser Ausdruck mit wachsendem r nach 
sioo; convergirt. Ein Satz von Abel lautet^): 

Wenn Bq, e^, £3 . . . eine Reihe positiver abnehmender Grössen ist, 
^0 } % ' ^ • • • eine endliche oder eine convergente unendliche Reihe bilden 
und M den grössten Absolutwerth der Summen: «o» ^0 + ^n ^0 +% H~^2> ••• 
bezeichnJBt, so ist der Absolutwerth der Summe ^o ^o~t~^i ^i'4'^2 ^2'!' •" 
kleiner als €qM. 

Betrachten wir nun in (16) die Factoren: 



2m+2r+l' 2m+2r+S' 2m+2r+5' ' * * 



a?^ . x^ -^ 



• • • 



als €qj €1, ^2 • • • ^^^ ^ — ^ + TT + --*^ ^® Reihe «o + ^1 "f" ^2 4* 

8 8 u 

so kann der grösste Absolutwerth M der Summen: x, x — öIj ^ — 07 + tt» 

u. s. w. bei grossem x sehr beträchtlich ausfallen, kann aber nie eine ge- 
wisse von m abhängige Grenze überschreiten, da x höchstens gleich 2m 
werden sollte. Wir können daher immer r so gross wählen, dass: 

Tlf _ ^ — 

^0 ^ — 2m+2r+l — ^ 
beliebig klein wird 2), also 
(17) P2r == sina; ± jj 

dem sina; beliebig nahe kommt. 



^) Siehe Serret-Harnack, Differentialrechnung S. 178. 

^) Da die Reihe in (16) regelmässig abwechselnde Zeichen hat, so ist der 
grösste Absolutwerth der genannten Summen kleiner als das grösste Glied der 
Reihe, also für x = 2m: 

(2my'^\ 

^ ^ 2w— 1!' 

der Werth: 

r = (2mf^s 

für den 

M 



2TO+2r-fl ^ (2m)! 2s 

wäre, würde also genügen, um, bei wachsendem 8 für endliches oder unendliches m 
71 nach hin convergiren zu machen. 
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Mit Benutzung der Oleichongen (6), (8), (10), (12), (14) findet 
man nun: 



(18) ^ -i 2ir r^' —^a^i - ^a+i 



dp'smo; 



(2m+l) (2m+2) 

■*" (2iii4-l) (2m+2) (2m+3) "•" (2m+l)...(2m=HQ/ 

und bilden wir jetzt eine Gleichung analog (18) mit dem Werthe P^ aus 
(17), so lautet diese: 

^^^^ * \"^j~"~ä^\^^\^~(2m+l)(2m+2)+(2m+l)...(2m+^'^*" 

"^ ("""^)'^ (2m+l)...(2m+2r)j 

~ ^®* \2Jii+i "" (2m+l)...(2m+8) ^ •" ^ ^""'^^'^ (2ifi+l)...(2ifi+2r-l)) 



^a^ 
^ 



(2ni+l)...(2iiH-2 



^•4 



COBd? .d? 



Die Factoren von sino; und coso; oder auch von ^^ , ' sind (wegen (5)) 

edite Bruche xmd wir dürfen daher mit Fortlassung des sehr kleinen in tj 
multiplicirten Gliedes schreiben: 

(.0) i^-.(sf)_fc=ar{«™._«^} „<|,}<., 

Wir wenden uns mm zur Reihe F; in derselben ist 6 8=» oo und irgend 
ein von h abhängiges Glied, wenn B^ durch Sim ausgedrückt wird: 

Für endliche Werthe von m ist der Ausdruck [], wie aus (3) für x = (x> 
folgt, Null Femer muss, damit R convergire, h zwischen und 2x 
angenommen werden (siehe nachher!); nähert sich nun m selbst auch der 

Unendlichkeit, so muss , da m von x yollkommen unabhängig ist ^ = 2m 



9m 1 /simsX 
gedacht werden können. Ist d?]>2m, so ist wieder nach (8): D^ I 1 

= für ^ sss X ; ist aber x ^ 2m, so ist nach (20) der Absolutwerth: 
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jfm- 



'(^) 



2m 



also für mssoo ebenfalls Null, und da in beiden Fftllen der Factor l^j 

aach verschwindet, so sind in der Reihe V s&mmtliche von h abhftngige 
Glieder Null und somit das ganze Aggregat derselben ebenfalls. 

Der von a abhftngige Theil F«, von V ist aber, wenn d^, ^^^ ^si • • - 

2 
t9i, 1%, ^, . . . positive echte Brüche sind, und a -^ 2, d. i. a ^^ — . ;r an- 
genommen wird: 

(22) Va Äi|->(a)+5,^;r(«)T-. 

diese beiden Reihen in den Klammem convergiren, und es ist daher (nach 
§21 Nr. 6): 

/no\ T> \ sin« , , Ä sina , --, 

(23) Ä = J^_d,4.__ + F.. 

Wir wollen nun a klein annehmen und werden lassen, und dann zeigen, 
dass der IJebergang auf beiden Seiten stetig erfolgt: Auf der linken Seite 
ist nach (1): 

hier haben die eingeklammerten Reihen, wenn h zwischen und 27t liegt, 
nach bekannten Convergenzregeln^) endliche bestimmte Werthe und behalten 
solche auch für a =s 0, folglich geht B stetig in den Werth : 

fnA\ T> , - , sinÄ , 8in2Ä , sinSÄ , 

(24) Äa.o — Ä . 1 + ^p + -g 1 3 f- • • 

über. 



^) Sind A und B beliebige gegebene Zahlen, so ist V.A'-{--B' das Maximum 
des Absolutwerthes von A cosi? -|~ -^ sini?; denn J.* -j~ -^^ — (^ <^bv 4~ -^ sinv)^ 
= {A tanio — B cosv)', ist also immer positiv ausser für: 

. B 

tgt; = ^, 

wofür die Differenz Null wird. Im Text sind A und B positive oder negative 
echte Brüche. 

') Siehe Schlömilch Comp. d. höh. Anal. I § 40. 



1 
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Auf der rechten Seite ist: 



JD 00 ^ 
sino;, C sinx j fsina;, 
dx s= I dx — I dx 



und für sehr kleine Werthe von a: 

a a 



dx sBs I dx s=B a, 

^ Jo 



also wird, wenn wir die beiden convergenten Reihen in (22) mit Ä^ und A 
bezeichnen, die rechte Seite von (23): 



=1 



dx — « + "ö^ + -^jsina — ^acosa 



^ «2 

und geht bei abnehmendem a stetig in den Ausdruck, für a = 0: 

(26) 1^*^ + 1 

Über; aus (24) und (25) folgt nun: 

00 

,Q^v sin^ . 8in2A , sin3^ I C sinx h 
(26) -Y + -2- + -3~ +•••"' Jo ~S 2 ' 

und mittels des bekannten Integralwerthes: 



I 



dx ^ j. 

^ 2 



ergiebt sich: 

/o»7\ sinÄ , 8in2Ä , sinSÄ , «— Ä ix^i^^o^ 

(27) -j- H 2 1 3 '"••• = ~2~ 0<ä<2ä. 

Für ^ aa und ^ xss 2;r gilt diese Formel nicht mehr, wie man auch so- 
fort sieht, aber ftir ^ &= — liefert sie die bekannte Gleichung: 

7-=l — "q"»"^ — yi-'- 111 mnn. 

Ist die Sunmiation der Reihe (27) in anderer Art ausgeführt worden, so 
folgt aus (26) der Werth des bestinmiten Integrals. 

§ 26. 
Eine Eulersohe Beihenumformung. 

Wir berichten zum Schluss unserer Ausführungen über die BemouUi- 
schen Zahlen (selbst durch ein Oitat Scherks darauf aufmerksam gemacht) 
von einer eigenthümlichen Verwendung derselben seitens Eulers, merk- 



I 
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würdig dadurch, dass der grosse Mathematiker aus der Primzahl 691 (dem 
Zähler von B^) auf das Vorhandensein der B. Z. in gewissen Coefficienten 
schliesst. In dem zweiten Theil einer Untersuchung ^) : „De Gurva hyper- 
geometrica, hac aequatione expressa y = 1 . 2 . 3 . . . o;" setzt Euler die 
Reihe: 

s = 0^+^ — (m)i (a?— l)'"-»-^ + (m)^ (a?— 2)'«+^ HF . . ., 

worin m und A positive ganze Zahlen sind^), auf ziemlich verschlungenem 
Wege in folgende Form um: 

tt+l)(l+2)...(i+m)=(^ — ?j +W«^(*-?) 
+ i;i),Q (^-^f-* + iA)eS(x-^)'-' + ... 

Darin enthüllen sich P, Q, E . . . als ganze Functionen von m mit völlig 

(ffi tfi^ tu \ 

sechste dieser Grössen U hat den Werth 

^ 5.7.11w«__ 691m 

c/ = .^^^ ^„ -f- . . . — 



4096.27 ^ ••• 8.9.5.7.13' 

und hierdurch gelingt es Eulers scharfem Blicke, zwischen den Grössen 
P, ö, B u. 8. w. -folgende, in ihrer Gestalt ein wenig geänderte, Recursions- 
formeln zu entdecken: 

2 P = B^m, 

4Q = (4),B^mP—{^)^B,m, 
6R = {6)^ B^m Q — (6)^ B^m P + (6)« B^m, 
SS = (8)2 B^m B — (8)4 B^m Q + (S)« B^m P— (8)3 P4W, 

u. s. w. 

deren Gesetz klar vor Augen liegt. Wir gehen auf die im Original nur 

angedeutete Begründung nicht ein und bemerken gleicherweise, dass die 

p 
P, Q, B, . , . enge mit den in § 9 eingeführten Grössen Gic zusammen- 
hängen, glauben im Uebrigen dem Leser durch den Hinweis auf jene Ab- 
handlung eine willkommene Anregung zum Studium gegeben zu haben, 
und ergriffen gerne diese Gelegenheit zu ihrer Erwähnung, um dem hohen 
Geiste Eulers, dessen wir an den verschiedensten Stellen dieses Buches 
gedachten, auch das letzte Wort darin zu lassen. 



Novi Commentarii Petrop. t. XIII (1769), p. 3. 

^) Euler spricht «s allerdings aus, dass m eine beliebige Zahl sein kann, doch 
bedarf dies jedenfalls noch besonderer Untersuchungen und Deutungen. 
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Die Bemoullisohen Zahlen. 

Nr. Z&hler 

1 1 

2 1 

3 1 

4 1 

5 5 

6 691 

7 7 

8 3617 

9 43867 

10 174611 

11 8 54513 

12 2363 64091 

13 85 53103 

14 2 37494 61029 

15 86168412 76005 

16 770 93210 41217 

17 257 76878 58,367 

18 26315 27165 30584 77373 

19 2 929,99 39138 41559 

20 2 61082 71849 6449122051 

21 15 20097 6439180708 02691 

22 278 33269 57930 10242 35p23 

23 5964 511115939121632 77961 

24 560 94033 68997 81768 6249127547 

25 49 50572 0524107964 82124 77526 

26 80116 5718135489 95734 79249 9^863 

27 2914996 36348 84862 421418123812691 

28 ... . 2479392929313226753685415739663229 

29 . . . 84483 61384 88800 41862 04677 59940 36021 

30 121 52331 40483 75557 20403 04994 07982 02460 41491 

31 . . 123 00585 43408 68585 41953 08985 74033 86161 

32 10 67838 30147 86652 98863 85444 97914 26479 42017 



Nenner 
6 

30 

42 

30 

66 

2730 

6 

610 

798 

380 

188 

2730 

6 

870 

14322 

510 

6 

1919190 

6 

13530 

1806 

690 

282 

46410 

66 

1590 

798 

870 

354 

56786730 

6 

610 
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